Exercice 1 (Différences finies pour ’équation de Poisson 1D)
On considere le probleme aux limites suivant :

{u”(a:) = f(z), z € Q=]0,1]
0

u(0) = uy, u'(1) = 1)

1. Ecriture du schéma différences finies :

(a) Ecrire le schéma obtenu par la méthode des différences finies pour ce probléeme
en utilisant une subdivision uniforme (zg = 0,2y,...,2y41 = 1) de (N + 2)
points de l'intervalle [0, 1], de pas h = *— et les formules d’approximation

N+1
suivantes pour les dérivées :

u(x — h) — 2u(x) + u(x + h)

() = . @)
pour la dérivée seconde en z;, 2 =1,..., N + 1 et
: u(x+h) —ulx—h
() e M D) = s =) -

pour la dérivée premiere en xy. = 1.
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(b) Montrer que le schéma s’écrit sous la forme d’un systeme linéaire A,u;, = by,
d’inconnue u, = (uq,...,un41)? ol chaque u; sera une approximation de
u(x;),1=1,..., N+1. Ecrire le systeme de telle sorte que Ay, soit symétrique.

2. Etude de la consistance du schéma :
On définit la projection de la solution exacte u de (1) sur les points du maillage
ou on cherche la valeur de u :

u(zy)
Th(u) =
w(TN41)

et Uerreur de consistance :
en(u) = Apmp(u) — by,

D’apres les calculs faits en cours pour le probleme avec la condition u(1) = ug,

on obtient pour 7 = 1,..., N la majoration suivante de la i-ieme coordonnée de
en(u) :
h? ()
|(en(w)il < = sup [u'¥(z)] (4)
12 z€[0,1]

(a) Montrer que pour i = N + 1, on obtient la majoration suivante de la (N + 1)-
ieme coordonnée de ep(u) :

()l < 5 sup [u®() )

z€[0,1]
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(b) Conclure pour la consistance du schéma, et donner un exemple de fonction f
pour laquelle le schéma est exact.
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3. Etude de la convergence du schéma :

Comme vu en cours, la matrice A, vérifie un principe du maximum discret :
Ve RV (4,2 > 0=z >0)

ou y > 0 signifie y; > 0, V1, et en conséquence, A, est inversible et les coefficients
de A;l, qu’on notera «; ;, sont tous supérieurs ou égaux a 0.

(a) On décompose ep(u) en séparant les N premieres coordonnées et la derniere :

(5h(u))1 0
) =) tawoaw=| O laaw=|
0 (en(u))N+1

On décompose aussi A,_L1 en séparant les /N premieres colonnes et la derniére :
—]1 I -
Ah — Bh + Bh

1.1 a1 N 0 0O ... 0
ou Bh . et Bh =

Q1,N+1

ans11 --- angin O 0 0 anyiNs1
Vérifier que I'erreur de convergence mp,(u) — up, peut alors se décomposer en :

7rh(u) — U = Bhéh(u) -+ Bhéh(u) (6)
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(b) Majoration de || Bp||oo :

i. Montrer que ||Bylloc = || A4} €|lsc ol € = 1 e RV*L,
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ii. Montrer que Ay,m,(vy) = € pour vy (x) = = + rpx avec 1y, choisi conve-
nablement.

iii. En déduire que || Bp|ls <
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(¢) Majoration de || By||o :

i. Montrer que ||Bp|ls = || A7 €]|o0 011 € = c RVt

1
ii. Montrer que Ay, (wy) = € pour wy(z) = hx.

iii. En déduire que ||Bp||sc = h-
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(d) Conclusion pour 'erreur de convergence : Montrer que :

h? (1
fun = ()l < g (3 500 [0+ sup [09(0)])
z€(0,1] z€[0,1]

et donner 'ordre de convergence.
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