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Analyse numérique des EDP Master 1 MACS

Présentation du cours

Ce document présente les bases de I’analyse numérique pour le Master 1 MACS a Nantes Université
et 'option Mathématiques et applications a I’Ecole Centrale Nantes. Il a été réalisé sur la base
des notes de cours de Frangoise Foucher, maitresse de conférences a I’Ecole Centrale Nantes.

Objectifs du cours

A Tissue de cet enseignement, les étudiant.e.s devront étre capables de :
— connaitre les différentes classes d’équations aux dérivées partielles linéaires et les équations
modeles associées ;

— construire un schéma aux différences finies et étudier ses propriétés de stabilité et de conver-
gence ;

— mettre en ceuvre une résolution numeérique sur ordinateur, notamment lors des travaux
pratiques avec Python;

— analyser les résultats obtenus et quantifier les erreurs numériques.

Plan de ’enseignement

— EDP et équations modeéles ;

— équation de la chaleur stationnaire : méthode des différences finies, consistance, stabilité et
convergence ;

— équation de la chaleur non stationnaire : schémas explicites et implicites de différences finies;
— équation de transport : courbes caractéristiques et schémas de différences finies ;

— équation des ondes.

Bibliographie
Les références sont classées par ordre de proximité avec le contenu du cours.

— Brigitte LUCQUIN, Equations auz dérivées partielles et leurs approzimations, Ellipses, 2004.
— Grégoire ALLAIRE, Analyse numérique et optimisation, Ellipses, 2005.

— Daniel EUVRARD, Résolution numérique des équations aux dérivées partielles, Masson, 3°
édition, 1994.

— Lionel SAINSAULIEU, Calcul scientifigue, Dunod, Sciences Sup, 2000.

— Bijan MOHAMMADI et Jacques-Hervé SAIAC, Pratique de la simulation numérique, Dunod,
2003.

— JTonut DANAILA, Pascal JoLy, Sidi Mahmoud KABER et Marie POSTEL, Introduction au calcul
scientifique par la pratique, Dunod, Sciences Sup, 2005.

— Mark H. HOLMES, Introduction to Numerical Methods in Differential Equations, Springer,
2007.

— Randall J. LEVEQUE, Finite Difference Methods for Ordinary and Partial Differential Equa-
tions, STAM, 2007.

— Eleuterio F. ToORO, Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid Dynamics, Springer,
3¢ édition, 2010.
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1 Introduction : EDP et équations modeles

1.1 Généralités

Une Equation aux Dérivées Partielles (EDP) est une relation entre une fonction inconnue, plusieurs
variables indépendantes, et ses dérivées partielles. Par exemple, pour une inconnue u = u(t, x)
dépendant des variables indépendantes ¢ et x, I’équation de Korteweg—de Vries s’écrit :

Opu 4 6udu + O2u = 0. (1)

Définition 1.1 (Ordre d'une EDP). L’ordre d’une EDP est le plus grand ordre des dérivées
partielles apparaissant dans ’équation.

Par exemple, dans ’équation de Korteweg—de Vries (1), lordre est trois, puisque la plus haute
dérivée partielle est d3u.

Dans ce qui suit, les dérivées partielles pourront étre signalées de différentes manieres, plus ou
moins abrégées :

ou u
— = 0yu = ug, Ou encore, 3
ox

ot

3
= 00U = Uggy-

Point de vigilance 1.2. Siu dépend de plusieurs variables indépendantes, la notation v,

u”, etc., n'a pas de sens puisqu’elle ne précise pas par rapport a quelle variable la dérivée est

prise.

Une EDP est définie sur un domaine, qui est un ensemble de points dans ’espace des variables
indépendantes ou la fonction inconnue et ses dérivées partielles sont considérées. On le note
généralement €2, par exemple,

(t,z) € Q= (0,7) x (0, L) C R?.

En général, on associera la variable ¢ au temps, et les variables z, y, z, aux coordonnées spatiales.
On dira alors que 'EDP est d’évolution si son inconnue dépend du temps, et qu’elle est
stationnaire si elle n’en dépend pas. Pour les équations d’évolution, la notation 2 désigne
généralement uniquement le domaine spatial, ¢’est-a-dire que 'EDP est considérée sur (0,77) x Q
avec 2 le domaine spatial —qui est un ouvert de R?, pas forcément rectangulaire, ni borné.

Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, une EDP nécessite des conditions
aux limites pour étre bien posée. En effet, pour rappel, pour que 'EDO X’ = f(¢, X) soit bien
posée, il est nécessaire de fournir une condition initiale X (tq) = Xo'. Cette nécessité provient
essentiellement du fait qu’il faut intégrer I’équation pour obtenir la solution et qu'une condition
supplémentaire est nécessaire pour fixer la constante d’intégration qui apparait lors de cette
intégration.

De maniére analogue, pour une EDP, il est nécessaire de fournir des conditions initiales et/ou
des conditions aux limites appropriées pour que le probléme soit bien posé. Le nombre et la
nature de ces conditions dépendent de 'EDP considérée, de son ordre et de son type—elliptique,
parabolique ou hyperbolique (voir la Section 1.2).

Dans les domaines de dimension 1 en espace, les conditions aux limites les plus couramment
rencontrées sont :

1. Voir le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les EDO.

. ok
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+ la condition initiale si 'EDP est d’évolution (dépend du temps)
u(t =0,z) = up(z), et/ou ug(t =0,2) = ui(z), pour tout x € (0, L);
o la condition de bords de Dirichlet (valeur de I'inconnue imposée sur le bord)
u(t,z =0) = ug, et/ou u(t,x = L) = ug, pour toutt e (0,7T); (2)
o la condition de bords de Neumann (valeur de la dérivée normale sur le bord)
Oyu(t,x = 0) = vy, et/ou Oyu(t,x = L) = vy, pour toutt e (0,7T). (3)

On dit que les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann sont homogeénes si les valeurs
imposées pour la solution ou pour sa dérivée normale sont nulles, i.e.

ug = uq = 0, vg = vg = 0.

La solution d’une EDP peut représenter diverses quantités physiques telles que la température, la
pression, la concentration d’une substance chimique, la vitesse d’un fluide, le déplacement d’une
structure ou encore une densité de population. Dans ce cours on s’intéressera principalement aux
aspects mathématiques et numériques de ces équations et moins & la modélisation qui leur est
associée.

Définition 1.3 (EDP linéaire/non-linéaire). Une EDP est dite linéaire si elle peut s’écrire
sous la forme

L(u) = f,

ot L est une combinaison linéaire de u et de ses dérivées, et f une fonction donnée.

Définition 1.4 (EDP a coefficient constant/variable). Une EDP est dite d coefficient
constant si les coefficients des dérivées de linconnue sont des constantes. Elle est dite a
coefficient variable si ces coefficients dépendent des variables indépendantes.

Définition 1.5 (EDP homogene/non-homogene). Une EDP est dite non-homogéne si elle
contient des termes indépendants de linconnue u. Sinon, elle est dite homogéne. Dans les
cas non-homogeénes, on a pour habitude d’appeler termes source les termes indépendants de
Uinconnue. S7il n’y a qu’un seul terme source, on le note généralement f.

Par exemple (essayez de vous en convaincre),

~~
coef. constant

314 w(t,z,y) — cos(x)  uyg(t,z,y) — ty  u(t,z,y) = f(t,z,y)
—~— —

coef. variable coef. variable terme source

est linéaire et homogene si et seulement si f(¢,x,y) = 0. Un autre exemple :
Ut = Ugy
est une EDP linéaire a coefficient constant et homogene, tandis que
2N (02 _ _ 2
up = (U)ze = (U%)2)r = Quug)r = 2(uy)” + 2y,

est une EDP non-linéaire a coefficient constant et homogene.
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Conseil 1.6. Allez voir la vidéo de 3bluelbrown sur les équations aux dérivées partielles pour
une explication visuelle et intuitive : https: //www. youtube. com/watch? v=1y4S0013Y28

7 chapitres Introduction | Partial derivatives | Bi ation | ODEs vs PDES | The laplacian | Book

1.2 Classification des EDP linéaires d’ordre 2

Une EDP linéaire d’ordre 2 & deux variables indépendantes ¢ et  sur  C R?, s’écrit toujours
sous la forme
augs + 2bUsy + Clgy + duy + euy + ru = f, (4)

oua,b, c d, e ret fdépendent éventuellement des variables indépendantes ¢ et x.

En utilisant les notations de divergence et de gradient, respectivement,

. Vl(t,a:) 2 . - 8V1 8‘/2
pour V(t,x) = (%(t,x}) e R7, div(V) = B + o

et
pour u(t,z) € R, Vu = (ut) )

Ug

si a, b et c sont de classe C! et si u est de classe C?, la régle du produit donne

. a b . [aug + buy
div ((b c) Vu) = div (but n cum>
= auy + 2buyy + gy + (Ora + 0z0)ur + (O + ) uy.

Ainsi, I’équation linéaire (4) peut prendre la forme divergencielle

div(AVu) + B -Vu+ru = f, (5)

_fa b _[(d—0ta—0.b
A_<b c)’ B_<68tb8xc>'

En particulier, si a, b et ¢ sont constants, alors B = (d,e)”.

avec

Exemple : pour I’équation

gt + 2y + T Uy + Uz +u =0,

1 1 0
A_<1 x2>’ B_<1—2x>‘

Pour classifier I’équation, on ne retient que sa partie principale

on a

atgt + 2bugy + Cgy,

3 ; noe B/ 5O
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a laquelle on associe la forme quadratique

ga(6) =€74¢,  £eR”

On associe ainsi ’équation formelle
TAE+B-€+r=0

qui représente effectivement une conique dans le plan (£, &2). Cette analogie permet de classifier
les équations linéaires d’ordre 2 en fonction de la nature de la conique associée : ellipse, parabole,
hyperbole. Pour chacun de ces trois types, les solutions des EDP associées présentent des
comportements caractéristiques.

Plus précisément, la nature de la conique est déterminée par le discriminant du polynéme
caractéristique b? — ac de la matrice A :

Type A’EDP Conique Valeurs Critere Comportement caractéristique
propres de A
Elliptique Ellipse méme signe b%> —ac < 0  équilibre spatial, effet régularisant
strict
Parabolique Parabole une valeur b?> —ac =0 diffusion, effet régularisant, évolution
propre nulle irréversible

Hyperbolique Hyperbole signes opposés b%> —ac >0 propagation & vitesse finie

Remarque 1.7. L’hypothése (t,z) € R? est éclairante pour une premiére compréhension de la
classification des équations linéaires d’ordre 2; cependant, on peut facilement généraliser cette
classification a (t,r) € R x R? ou x € R%. La matrice A devient alors une matrice symétrique
(d+ 1) x (d+ 1) ou d x d selon le cas et on s’intéresse au signe de ses valeurs propres pour
déterminer la nature de I’équation.

Pour rappel, le terme “signe des valeurs propres” est bien défini ici puisque la matrice A est
symétrique, ce qui garantit (par le théoréme spectral) que toutes ses valeurs propres sont réelles ;
cela n’aurait pas eu de sens pour une matrice non symétrique dont certaines valeurs propres
pourraient étre complexes.

A retenir 1.8. La matrice A contient les coefficients des dérivées secondes dans équa-
tion linéaire d’ordre 2. Pour déterminer la nature de l’équation (elliptique, parabolique ou
hyperbolique), il suffit d’examiner le signe de ses valeurs propres :

e spectre de A a un signe strict : elliptique

e spectre de A contenant exactement une valeur propre nulle et les autres de méme signe :
parabolique

e spectre de A contenant des valeurs propres de signes opposés : hyperbolique

1.3 Equations modéles (linéaires et d’ordre 1 ou 2)
1.3.1 Equation de la chaleur stationnaire

Dans le chapitre 2, on étudiera 'équation de la chaleur stationnaire sur un domaine Q C R? :

—Au=f dans Q, (6)

1 < =4
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ot u = u(x) et A désigne I'opérateur Laplacien :

d 92
0“u
Au = Z 6%2’
=1 7
c’est-a-dire
Au= g, =u" si d=1,
AU = Up gy + Uggwy, SI d=2..

On remarquera que (6) est en fait une simple EDO lorsque d = 1. Cette équation est linéaire,
elliptique et du second ordre. On 'appelle également équation de Poisson dans le cas inhomogéne
ou f # 0 et équation de Laplace lorsque f = 0.

La quantité u modélise la température d’un milieu a ’équilibre thermique, sous 'effet de la source
de chaleur f.

Lorsqu’on considére (6) sous sa forme divergencielle (5), on trouve
A= -1y, B =0, r=0,
de sorte que les valeurs propres de A sont toutes égales & —1, ce qui confirme le caractere elliptique

de I’équation.

L’équation de la chaleur stationnaire sera étudiée dans le chapitre 2, la fiche de TD
1, et la fiche de TP 1.

1.3.2 Equation de la chaleur

Dans le chapitre 3, on s’intéressera a ’équation de la chaleur (instationnaire) sur un domaine
QCR?:
0w —ocAu = f dans (0,T) x £, (7)

ou u = u(t,x), o > 0 est le coefficient de diffusion, et 7" > 0 est communément appelé
I’horizon temporel.

Cette équation est linéaire, parabolique et du second ordre. En effet, en dimension d = 2 pour
rester simple, 1’équation (7) prend la forme divergencielle (5), avec

—-c 0 0
A= 0 —-o 0], B=0, r=0
0 0 0

de sorte que le spectre de la matrice A est donné par {—o, —0,0}, ce qui confirme le caracteére
parabolique de 1’équation.

Les solutions de (7) évoluent typiquement vers un état d’équilibre thermique, c’est-a-dire une
solution stationnaire us, qui satisfait I’équation de la chaleur stationnaire (6).

En dimension d = 1, avec f = 0, et conditions de Neumann (c’est-a-dire d,u = 0 aux frontieres
signifiant une isolation thermique du milieu) la solution de ’équation de la chaleur évolue vers
une solution constante correspondant a 1’équilibre thermique.

Conseil 1.9. Vous pouvez aller visionner la vidéo de 3bluelbrown pour plus d’intuition sur
l’équation de la chaleur : https: //www. youtube. com/watch? v=ToIXSwZ1pJU

Page 7 /59
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Solving the heat equation | DE3

4+ Résumé Building on t

L’équation de la chaleur sera étudiée dans le chapitre 3, la fiche de TD 2, et la fiche
de TP 2.

1.3.3 Equation de transport

Dans le chapitre 4, on s’intéressera a I’équation de transport (ou convection) sur un domaine
QCRe:

ou+c-Vu=f dans (0,7) x Q, (8)
ot u = u(t,x), ¢ € R% est le champ de vitesse.

Bien qu’elle soit d’ordre 1 et non d’ordre 2, on la classe tout de méme dans la catégorie des
EDP hyperboliques, en raison de son comportement caractéristique : I'information se propage a
vitesse finie le long de courbes appelées caractéristiques. Dans le cas ou le champ de vitesse c est
constant, celles-ci sont données par

z(t) = zo + tc.

L’équation de transport (8) modélise le déplacement d’une quantité u sous l'effet d’'un champ
de vitesse c, avec éventuellement une source f, par exemple la concentration d’un polluant dans
une riviere. En dimension d = 1, lorsque ¢ = ¢ € R est constant et que f = 0, la solution évolue
simplement par translation : u(t,z) = ug(x — ct), ot ug est la condition initiale.

Conseil 1.10. Vous pouvez aller visionner la vidéo de Chris Rycroft pour plus de détails sur
l’équation de transport : https: //www. youtube. com/watch? v=sO09AkBVWOPc

Harvard AM205 video 3.17 - Advection equation & characteristics

Harvard Applied Math 205

Advanced Scientific Computing: Numerical Methods

Unit 3 — Numerical Calculus

Video 3.17 — Advection equation &
characteristics

L’équation de transport sera étudiée dans le chapitre 4, la fiche de TD 3, et la fiche
de TP 3.

1.3.4 Equation des ondes
Dans le chapitre 5, on s’intéressera & ’équation des ondes sur un domaine  C R? :
Opu — *Au = f dans (0,T) x Q, 9)

ou u = u(t,x) et ¢ > 0 est la vitesse de propagation des ondes. Cette équation d’ordre 2
peut modéliser, par exemple, les vibrations d’une corde ou la propagation des ondes acoustiques,
I'inconnue u représentant le déplacement de la corde ou la pression acoustique.

. age 8 / 5C
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Pour un Q C R2, I’équation des ondes (9) peut se mettre sous la forme divergencielle (5), avec

1 0 0 0
A=10 - 0 |, B=]0|, r=0
0 0 —¢ 0

Les valeurs propres de A sont 1, —c? et —c?, ce qui rend I’équation des ondes hyperbolique.

En dimension d = 1, avec f = 0 et des conditions de Dirichlet homogenes (v = 0 aux frontieres),
une perturbation initiale se propage a vitesse finie dans le domaine et se réfléchit lorsqu’elle
atteint les frontieres. Contrairement a ’équation de la chaleur, il n’y a pas de phénomeéne de
diffusion : les oscillations persistent au cours du temps.

Conseil 1.11. Vous pouvez aller visionner la vidéo de Parth G. pour plus d’intuition sur
l’équation des ondes : https: //www. youtube. com/watch?v=ub7lok-JQJE

The w L'équation des ondes pour les DEBUTANTS | Equations de physique simplifiées
ave 3 es - ilya6ans

ECLuaHon

L’équation des ondes sera étudiée dans le chapitre 5, la fiche de TD 3, et la fiche de
TP 4.

A retenir 1.12. Les équations de Poisson, chaleur, transport et ondes sont les prototypes
d’EDP linéaires elliptique, parabolique, hyperbolique et hyperbolique étudiés dans ce cours,
respectivement.

1.3.5 Un dernier exemple (non-linéaire) : advection-réaction-diffusion

Dans ce dernier exemple on se propose de regarder I’équation
Ou+c-Vu—olAu= f(t,z,u), (10)

sur un domaine Q C R? avec des conditions initiales et aux frontiéres appropriées. Cette équation
combine plusieurs phénomenes :

o advection : transport de la quantité u par le champ de vitesse c,

« diffusion : dissipation de u par le terme —oAu,

 réaction : croissance ou décroissance locale de u par la fonction f(t,z,u).
Notez que ce dernier terme dans le membre de droite n’est plus une simple source f(¢,x) comme
c’était le cas pour les équations linéaires précédentes, mais dépend maintenant de la solution u
elle-méme. Ceci rend 1’équation non-linéaire et complique son analyse mathématique ainsi que

sa résolution numérique. Ce terme est souvent appelé terme de réaction et est analogue a la
fonction de croissance F' pour 'EDO X'(t) = F(t, X).

Cette équation peut modéliser une population végétale se dispersant dans son environnement.
Par exemple, u(t,x) pourrait représenter la densité de cette population sur une ile, délimitée

. PR =
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par le domaine €2, a linstant ¢ et en position x. La population serait alors soumise & une
dispersion diffusive non dirigée, modélisée par —oAu, résultant de phénomenes déplacement
individuels aléatoires ; & un transport dirigé, modélisé par c - Vu, pouvant par exemple représenter
la dispersion des graines sous l’effet du vent; et & une dynamique locale de croissance ou de
décroissance, modélisée par f(t,x,u), représentant, par exemple, la reproduction, la mortalité, la
consommation par la faune, ou encore compétition intraspécifique. Des conditions aux limites
appropriées pourraient enfin traduire la mort des individus & la frontiere de l'ile, dans le cas
de conditions de Dirichlet homogenes, ou son confinement a l'intérieur de 1'ile, dans le cas de
conditions de Neumann homogenes.

L’équation (10) est parabolique si le coefficient de diffusion o est strictement positif, hyperbolique
si 0 = 0. Ce point est laissé en exercice.

Page 10 /59
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2 Equation de la chaleur stationnaire (Poisson)

On étudie dans ce chapitre ’équation de la chaleur stationnaire en dimension d = 1, également
connue sous le nom d’équation de Poisson avec des conditions aux limites de Dirichlet :

—u" =f sur(0,1),
u(0) = ug, (11)
u(1) = ug,

Remarque 2.1. Voir le fiche de TD 1 pour des conditions aux limites miztes :

(0) Ug

—N
IS
—
S~—
@
Q.

et pour le probléme lorsque le domaine Q est un carré de dimension d =2 :

—Au=f dans Q= (0,1) x (0,1),
u=20 sur 0S2.

2.1 Remarques sur les solutions de (11)

Proposition 2.2 (Caractére bien posé pour I’équation de Poisson avec source réguliere). St
f est continue par morceaux sur [0,1], alors l'équation (11) admet une unique solution u qui
est de classe C' sur [0,1] et de classe C? sur chaque sous-intervalle ot f est continue.

Par ailleurs, on a l’expression explicite

1 x

(1—y)f(y) dy — / (z — ) f(y) dy. (12)

w(x) = ug + (ug — ug)r + :n/ »

y=0

Preuve de la Proposition 2.2. Pour 'existence, on pourrait simplement vérifier que la fonction
u définie par (12) satisfait bien 1’équation (11). Par souci de constructivité, regardons plutot
comment la construire a partir de I’équation. Pour cela, on intégre deux fois I’équation —u” = f,
en notant C et D les constantes d’intégration qui seront déterminées par les deux conditions aux
limites.

A partir de v” = —f, on obtient une premiere fois

- tway+c,
N
=:F(x)

puis une seconde fois

w(z) = — / F(z)dz+ Cz+ D

_ / </yof )dz—i—Cx—i—D. (13)

Puisque f est continue par morceaux sur [0, 1], le théoréme fondamental de ’analyse donne

£ € CRw(l0,1)] = [F e C®nChy((0,1])]
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N {$ - /ZiOF(z) dz € 01 2y ((0,1))] .

En particulier, 'intégrale double apparaissant dans (13) est bien définie ce qui permet d’utiliser
le théoreme de Fubini :

Azt‘ A1°
. e
/\ OEVAENT
N PR VN )
@ lli“al!l.
@ F'wcp. . (“" ® € ("*) 0
& @ _S,A",iau-n
pove B €(‘-3\ "
> } 1>
>
% > @ 9 «n

si bien qu’on trouve,

Ainsi, (13) devient
() = —/y F)(@ —y)dy + Cx + D. (14)

La condition «(0) = u4 donne immédiatement
D = uy.

La condition u(1) = ug donne ensuite

1
wi=— | (=i dy+C+u,
y=0

d’out
1

C=us—ug+ [ (1=1)fw)dy.

y=0
En reportant les valeurs de C' et D dans l'expression de u (14), on obtient

1 T

(-)iwdy= [ (@=ufw)dy,

w(x) = ug + (ug — ug)r + :U/ o

y=0

ce qui est bien (12). La régularité énoncée découle également de la construction précédente.

Passons a l'unicité : supposons que u; et ug soient deux solutions de (11) avec les mémes conditions
aux limites. Alors w = uj — uy satisfait
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L’intégration de I’équation différentielle donne w(z) = Az + B. Les conditions aux limites imposent
B=0et A=0, donc w = 0. Ainsi, u; = us, ce qui prouve 'unicité. O

Remarque 2.3 (Sur 'équation de Laplace). Dans le cas sans terme source, c¢’est-a-dire lorsque
f =0, on retrouve ’équation de Laplace

"
—u’' = 0.

La solution de (11) est alors simplement la fonction affine reliant les deux valeurs imposées au
bord :

w(x) = ug + (ug — ug).

En dimension supérieure, les solutions de I’équation de Laplace me sont plus, en général, des
fonctions affines. Elles dépendent a la fois des données imposées sur le bord et de la géométrie du
domaine.

A retenir 2.4.

‘ En dimension 1 : — Au= —u" = 0= u affine.

En dimension d = 2, le probléme de Laplace —Au = 0 posséde des solutions a variables séparées,
c’est-a-dire de la forme u(z,y) = v(x)w(y), mais il existe également des solutions plus générales
qui ne se séparent pas de cette maniére. Ce point est abordé en détail dans le fiche de TD 1.

Pour des termes sources moins réguliers que continus par morceaux, il est nécessaire de recourir
a des solutions faibles et & des espaces de Sobolev pour formuler correctement le probleme et
garantir 'existence et I'unicité de la solution :

Proposition 2.5 (Caractére bien posé pour I’équation de Poisson avec source dans L?). Si
f € L?(0,1), alors le probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet homogénes, d savoir

u(0) = 0, (15)

admet une unique solution faible u € HZ(0,1), ot

H}(0,1) := {v € L*(0,1) tels que v' € L*(0,1) et v(0) = v(1) = 0}. (16)

Point de vigilance 2.6. La proposition précédente est énoncée de maniére trés formelle.
Nous n’entrerons pas dans les détails ici, mais il est important de noter que la notion de
solution faible reste a définir rigoureusement, et que l’élément v’ dans la définition de
’espace de Sobolev H}(0,1) dans (16) doit étre compris au sens des dérivées faibles—qui
est une généralisation de la dérivée classique auz fonctions qui ne sont pas nécessairement
différentiables au sens classique.

A retenir 2.7. En général, on ne sait pas calculer la solution du probléme de Poisson de
maniére explicite lorsque la source f est dans L?. C’est pourquoi il est nécessaire de recourir
a des méthodes numériques d’approximation (comme la méthode des différences finies,
des éléments finis, ou les volumes finis, etc.) pour approcher la solution. Dans la premiére
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partie de ce cours, nous nous concentrerons sur la méthode des différences finies pour
résoudre numériquement les EDP présentées dans l’introduction.

2.2 Schéma aux différences finies pour 1’équation de Poisson

On considere donc 1’équation de Poisson sur 'intervalle (0, 1) munie de conditions de Dirichlet
non-homogenes (11) qu’on rappelle ici :

2

—u"=f sur (0,1),
(0) = ug, (17)
( Ug.

u(1) d

Pour résoudre ce probleme numériquement, on introduit pour N € N* un vecteur inconnu

U1

U2
eRY (18)

Up,
UN

dont le role sera d’approximer la solution u. Pour cela, on introduit un maillage uniforme {z;},
de lintervalle (0, 1), avec
x; = t1h, i = [1, N],

ou h désigne le pas de discrétisation du schéma

1
h:=——
N+1
0 21 1
N =1 0O
Q h=1/2 =~ h=1/2 Q
0 T T2 1
N =2 O O
Q h=1/3 = h=1/3 = h=1/3 Q
etc.

Remarque 2.8. On peut poser ug = u, et unyy1 = ug puisqu’elles correspondent aux conditions
q p p g + d puisq 14
de Dirichlet imposées aux bornes de l’intervalle ; ce ne sont pas des inconnues.

Notre objectif est de construire une méthode permettant d’approximer
u(z;) =~ u;, i=[1, NJ,

et de quantifier la qualité de cette approximation.

Pour cela, on va utiliser des développements de Taylor autour des points du maillage pour
approximer la dérivée seconde u”(x;) en fonction des valeurs u; et des points voisins.

Point de vigilance 2.9. On a maintenant deux objets distincts : la fonction continue u(x)
que [’on cherche a approximer, et le vecteur discret up qui contient les valeurs approchées aux
points du maillage. Il est important de garder cette distinction a 'esprit lors de l’analyse des
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schémas numeériques.

En supposant que la fonction u est suffisamment réguliére pour permettre un développement de
Taylor a l'ordre 2 autour du point z;, on obtient, a gauche

h2
u(xi_1) = u(w;) — ha'(z) + ?u"(xi) + o(h?), (19)
et, a droite,
h2
w(ziyr) = u(x;) + ha'(z;) + ?u”(mi) + o(h?). (20)

En sommant (19) et (20), on obtient
u(zim1) + u(wipr) = 2u(x;) + 2" (z;) + o(h?),
ce qui conduit a ’approximation centrée de la dérivée seconde :

o () = u(xi_1) — 2“}5;%) +u(wiy1) +o(1).

Ceci nous pousse a proposer le probléeme discret suivant sur uy pour approximer la solution u de

—u'"=f:
1

—ﬁ(uz‘—l — 2u; +uiy1) = f(x4), i = [1,N], (21)

ol uy = ug et uny1 = ugq correspondent aux conditions de Dirichlet aux bornes de I'intervalle.

Les équations de (21) (il y en a N) forment un grand systéme d’équations, qui est linéaire en les

inconnues uq, ..., uy, si bien que 'on peut écrire ce systéme sous la forme matricielle

Apup, = by, (22)

ou Ay est la matrice carrée et tridiagonale de taille N x N, et b le vecteur de dimension N,
donnés par

2 -1 0 O 0 f(zy) + %
-1 2 -1 0 0 f(x9)
0 -1 2 -1 0
1 f(x3)
M=o o -1 2 ot : 2
Co -1 flen-1)
0 0 0 -1 2 flzn) + 78

Note pour plus tard : La matrice Aj, est la matrice du moins Laplacien : A, ~ —A.

les plus simples.

Conseil 2.10. Soyez convaincu que la matrice Ay, s’éerit bien sous la forme tridiagonale
donnée ci-dessus. La compréhension de ce point est essentielle pour bien appréhender la
structure du systéme linéaire obtenu.

On Dobtient ligne par ligne en s’appuyant sur le schéma auz différences finies (21).

On commence par les lignes intérieures (i.e. les lignes correspondant a i € [2, N —1]) qui sont

On traite ensuite les lignes correspondant aux indices i = 1 et i = N, qui prennent en compte
les conditions aux bords du domaine, a savoir ug = ug et uni1 = uq. Pour ces deux lignes, il
faut écrire explicitement (21) en remplacant i par 1 puis par N. Vous verrez que les termes
Uy = ug et un41 = uq apparaissent dans le membre de gauche et sont transférés dans le
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membre de droite, ce qui explique la présence des termes Z—g et % dans le vecteur by, dans
(23).

Un premier point est de savoir si le probléme linéaire (22) est bien posé.

Proposition 2.11 (Caractere bien posé du schéma aux différences finies (22)). Pour tout
N > 1, la matrice Ay, définie en (23) est définie positive, donc inversible. En conséquence, le
probléme linéaire (22) admet une unique solution.

Preuve de la Proposition 2.11. Pour rappel, une matrice symétrique M est définie positive
si, pour tout vecteur non nul z, on a 7 Mz > 0. Les matrices symétriques définies positives
se caractérisent également par le fait que toutes leurs valeurs propres sont réelles (c’est une
conséquence du théoréme spectral) et strictement positives. En effet, si A est une valeur propre
de M associée a un vecteur propre non nul v, on a

Mv = M,

et donc
0 < v Mv = xTv = A|v|?,

ce qui implique que A > 0.

Ainsi, si M est une matrice symétrique définie positive, toutes ses valeurs propres sont strictement
positives. Cela implique que M est inversible. En effet, par contraposée, si M n’était pas inversible,
alors il existerait un vecteur non nul v dans Ker(M) \ {0} # &, ce qui impliquerait que
Muv =0= Av avec A =0, et nous dirait donc que 0 est une valeur propre de M. Ainsi

[M non inversible] = [0 est une valeur propre de M]
d’ou, par contraposée,

[0 n’est pas une valeur propre de M| = [M inversible].

Reste enfin & montrer que Ay, est définie positive. Pour tout vecteur non nul z € RV, on a

2r1 — 9
—x1 + 229 — 73
Ahm' = ﬁ )
—ITN—2+2ZN_1 — TN
—IN_1+2zN
d’ou
2$1 — X9
) —x1 + 2x9 — 3
T .
xt Apx = 72 (ml To -+ IN_1 xN>

—IN_2+2xN_1— TN
—IN_1+ 2zN

N-1
1
2 2 2
= —= (2.%1- — Ti—1%; — :cixi+1) + 21:1 — 129+ 2$N —TN-1TN

cas 1=1 cas i=N

cas 1€[2,N—1]
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=(z1—x2)?2 =(z2—x3)?2 =(zn_1—zN)?

h2

1
el Apr = = (m% +af — 2w129 + 25 + 23 — 2T0x3 + A5+ + TH_g — 2TN_1TN + TX +x?\,>

1 N-1
=72 <$% + ) (@i —wig)* iv?v)
i=1

Ainsi, on a bien
2l Apz >0 pour tout z € RY

Par ailleurs, si 27 Ap2z = 0, alors on doit avoir

r1=a2ny =0 et x; — xi+1 =0 pour tout i € [1, N

ce qui implique par une récurrence immédiate que
xz; =0 pour tout ¢ € [1, N].

Par conséquent, on a
[T Apz = 0] = [z =0],

et donc en combinant (24) et la contraposée de (25), on obtient

[T Apz > 0] pour tout z # 0.

_1]]7

O]

A présent qu’on a montré que notre schéma aux différences finies meéne a une unique solution

discrete, on peut se poser les questions qui suivent :

o (Convergence) Est-ce que la solution discrete se rapproche de la solution continue lorsque le

pas de discrétisation h tend vers 07 Autrement dit, a-t-on

u(zy) — ug
u(xe) — ug
lim . =0,
h—0 :
u(zn) —un
pour une norme ||-|| appropriée ?

 (Stabilité) Comment varie la solution discrete lorsque les données f, ug ou ug sont légerement
perturbées 7 En particulier, de petites perturbations des données entrainent-elles seulement

de petites perturbations de la solution ?

» (Consistance) Sil’on remplace dans le schéma discret les inconnues u; par les valeurs u(z;) de
la solution continue aux points de discrétisation, ’équation discrete est-elle approximativement
satisfaite 7 Et cette approximation devient-elle de plus en plus précise lorsque h tend vers 07

A retenir 2.12. On verra par la suite que

“stabilité + consistance <= convergence”
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Point de vigilance 2.13. 1[I est important de noter que les limites considérées lorsque h — 0
dépendent de la norme choisie pour mesurer les erreurs. En effet, pour chaque h > 0
fixé, les objets considérés (par exemple lerreur de consistance ou lerreur de convergence qu’on
définira plus bas) sont bien des vecteurs d’un espace de dimension finie RN, o N = N(h).
Cependant, lorsque le pas de discrétisation h varie, le nombre de points de discrétisation N (h)
varie également, et tend généralement vers l’infini lorsque h — 0.

Un exemple simple permet d’illustrer ce phénoméne. Soit
Ny = |-

une norme sur RN . Pour tout h > 0, lapplication
1
Ny, = —||+
vim 21

définit également une norme sur RN, équivalente ¢ Ny pour chaque h fixé. Cependant, la
constante d’équivalence dépend ici de h et diverge lorsque h — 0. Ainsi, si une famille (up)p,
vérifie

lup]l =h —0 lorsque h — 0,

alors 1
Np(un) = EHuh” =1,

et donc

Nu(un) # 0.

Cet exemple montre que ’équivalence des normes pour chaque h fixé ne permet pas, a elle
seule, de conclure que les notions de convergence lorsque h — 0 sont équivalentes : il faut
également controler uniformément en h les constantes d’équivalence.

On ne travaille donc pas dans un espace vectoriel de dimension finie fizé. En particulier, on ne
peut pas invoquer directement I’équivalence des normes en dimension finie pour conclure que le
choiz de la norme est indifférent : les constantes intervenant dans les inégalités d’équivalence
peuvent dépendre de N = N (h), et donc de h, et peuvent méme dégénérer lorsque h — 0.

Ainsi, le choiz de la norme dans laquelle on mesure ’erreur joue un role essentiel dans l’étude
de la convergence lorsque h — 0.

2.3 Consistance du schéma aux différences finies (21)

Définition 2.14 (Erreur de consistance). L’erreur de consistance mesure d quel point le
schéma discret s’écarte de l’équation continue lorsqu’on remplace les inconnues discrétes par
les valeurs exactes de la solution continue aux points de discrétisation.

Autrement dit, si u est la solution exacte de l’équation continue et 7, : C(Q) — RY est
lopérateur de projection défini par
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Uerreur de consistance ep(u) est définie par

‘Eh(u) = Ahwh(u) — bh ‘

qui est un vecteur de RY.

A retenir 2.15. Pour l'erreur de consistance :

1. On prend u la solution exacte de ’équation continue. Attention a ne pas confondre u
avec uy,...

2. Notre schéma discret s’écrit Apup, — by, = 0.

3. Pour savoir a quel point notre schéma est fidéle a ’équation continue on met u (la solution
exacte) dans le schéma discret : on calcule Apmp(u) — by, =: ep(u). (mp, sert a transformer
u qui est une fonction continue en un vecteur de valeurs discrétes pour pouvoir l’insérer
dans le schéma discret.)

4. Forcément, mp(u) n’est a priori pas la solution exacte du schéma discret, donc on a trés
peu de chance que ep(u) = Apmp(u) — by, soit nul. En revanche, on peut espérer que ep(u)
soit petit lorsque le pas de discrétisation h tend vers zéro.

Définition 2.16 (Consistance d'un schéma discret). Pour une norme || donnée, on dit
que le schéma discret Apup — by, = 0 est consistant avec l’équation continue si, pour toute
solution exacte u de I’équation continue, 'erreur de consistance e (u) = Apmp(u) — by, tend
vers zéro lorsque le pas de discrétisation h tend vers zéro :

[schéma discret consistant] L [pour toute solution exracte u, }lLin% llen (w)|| = 0].
%

Pour étre plus précis, on peut dire que le schéma discret est consistant d’ordre p pour
une norme || - || donnée si pour toute solution exacte u de l’équation continue, l’erreur de
consistance satisfait

3C > 0,3ho >0 tels que Vh < hy, llen(w)|| < ChP.

Autrement dit,
llen(u)|| = O(RP)  lorsque h — 0.

Point de vigilance 2.17. L’ordre de consistance peut dépendre de la norme choisie. Par
exemple, pour les normes £* et £, on a pour x € RN :

N

1
= Ja| < Nmax |2;] = N|zfoo < (N +12floo = 7[|2]|oc-
=1
Ainsi, st
H$|’00 S Chp7
on a ) C
2l < 7ol < 2HP = O,
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En conclusion, si un schéma est consistant d’ordre p pour la norme £°°, il sera consistant
d’ordre p — 1 pour la norme 1.

Rappel 2.18. Les normes vectorielles importantes dans RY :

N
e la norme ' : ||zl = X |z ;
i=1

v 1/2
e la norme €% : ||z = (E |x1]2> ;
i=1

e la norme £ : ||z||cc = max |z;|.
(2

Proposition 2.19 (Consistance du schéma aux différences finies (21)). Si la solution ezacte
u de l’équation de Dirichlet (11) est de classe C* sur [0,1], alors le schéma aux différences
finies (21) est consistant d’ordre 2 pour la norme || - ||oc-

Preuve de la Proposition 2.19. On a

u(z1) flo1) + 38

1 -1 2 -~ u(z2) f(x2)

en(u) = Apmi(w) —bh =551 0 —1 2 o | [u@s) | | flas)
oo 2 ) e+

Puisque u vérifie les conditions de Dirichlet aux points 2o =0 et xy4+1 =1, on a
u(zo) = ug, u(xnt1) = ug.
Ainsi, on peut écrire, pour toute composante de 'erreur de consistance,

w(wi—1) — 2u(z;) + w(zitq)
2

en(u); = — — f(z4), pour tout i € [1, N]. (27)

En utilisant les expansions de Taylor Lagrange de u(x;—1) et u(x;+1) autour de x; a 'ordre 4
(licite, puisque u est de classe C*), on obtient

h? h3 Rt
u(wi—1) = u(z;) — h'(z;) + ?u”(xi) — Fu(‘g) (x;) + ﬂu“)(ai_l), ou a1 € (wi—1, ;).
/ 2 " h3 3 h4 4
u(wiﬂ) = u(azz) + hu (l‘z) + ?U (33‘1) + KU( )(33‘1) + ﬂu( )(ﬂprl), ou Biy1 € (xz-,xiﬂ).

En sommant ces deux expansions, il vient
h4
w(aio1) = 2u(e) +ulwin) = W’ (@) + 3 (u (@i1) +uD(Biy)) - (28)
On a donc, en injectant (28) dans (27),

h2

en(wi = = (/@) + 5 (uD(ai) + uD(Ba)) ) = fla).
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A ce moment de l'analyse, il faut s’appuyer sur le fait que u satisfait I’équation de Poisson (11),
en particulier —u”(x;) = f(x;), ce qui permet de simplifier 'expression de l’erreur de consistance :

en(w)i = =5 (uW(ei1) + uP(Biy1))
A présent, on majore le module de &, (u); par inégalité triangulaire :

W (@ n? (@)
< 57 (WP @) + WD (Bi)]) < 35 sup [u® (). (29)

EplU)i <
len(w)il 2,50

Notons que la quantité sup |u(® (z)| est finie puisque u est de classe C* (donc u® est continue)
sur le compact [0, 1].

En prenant alors le maximum sur tous les indices i € [1, N] dans (29), on obtient

h2
len(w)llos < 15 sup ™ (). (30)
xz€(0,1]

On a ainsi montré qu’il existe une constante C' = 7 SUPze[0,1] |u® ()| (indépendante de h) telle
que
len(w)lloo < Ch2.

Le schéma est donc consistant d’ordre 2 pour la norme infinie. O

Remarque 2.20. Si la solution ezacte ul® =0 (c’est-a-dire? si f =0, i.e. f est affine), alors
on peut se rendre compte en regardant (29) que Uerreur de consistance est nulle.

Dans ce cas, le schéma est exactement consistant : Apmp(u) = by, et on a, dans ce cas idéal,
coincidence parfaite entre la solution numérique uy, et la solution exacte évaluée aux points du
maillage.

Le controle de I'erreur de consistance est la premiere étape pour établir la convergence d’un
schéma numérique.

Dans ce qui précede, on a défini I'erreur de consistance ej(u) comme
€h(u) = Amrh(u) — bh,

ou mp,(u) désigne le vecteur (u(z;));eqi,n] des valeurs de la solution exacte aux points du maillage
intérieur.

A présent, on définit I’erreur de convergence :

Définition 2.21 (Erreur de convergence). L’erreur de convergence ep(u) est définie
comme la différence entre la solution exacte évaluée auxr points du maillage intérieur et la
solution numérique :

en(u) = mn(u) — up,

ou mp(u) est le vecteur de l'évaluation de la solution (u(z;));cn Ny et un est la solution
numérique, c’est-a-dire la solution du systéme linéaire Apup, = by,.

Comme dans le cas de la consistance, on dira que le schéma est convergent pour une norme
| - || donnée si erreur de convergence tend vers zéro lorsque le pas de maillage h tend vers zéro.
On dira également que le schéma est convergent d’ordre p pour une norme | - | donnée si

3C >0, 3hg >0, Vh<hg, |en(u)|<Ch.

2. En dérivant deux fois I’équation —u” = f.
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A noter, dans la continuité de la remarque 2.20 : si le schéma est exactement consistant et que la
solution exacte est suffisamment réguliere, alors le schéma est exactement convergent.

Pour revenir au lien entre la consistance et la convergence, observons qu’on a
Apup, = by, (31)
d’une part pour la solution numérique uy, et
Apmp(u) = by + ep(u) (32)

d’autre part pour la solution exacte. Par linéarité de 'opérateur A, on obtient, en soustrayant
(31) de (32) :
Ah(ﬂ'h(u) — uh) = sh(u),

et donc
en(u) = Ay en(u). (33)
Aparté 2.22. Pour une norme || - || donnée sur RN, on utilise la norme matricielle
subordonnée || - || pour les matrices de My(R), qui est une norme adaptée da la norme

vectorielle choisie. Cette norme se définit par

| Az

I A|| = sup ——— = sup ||Az|| (définitions équivalentes).
20 1zl 2=

Ainsi, par définition de la norme subordonnée, on obtient immédiatement l’inégalité

[ Az|
]

autrement dit, pour tout vecteur non nul x € RY, on a

<[lAll vz #0,

[Az|| < [lAJ}{|]]- (34)

Les normes subordonnées associées aux normes vectorielles usuelles ¢*, 02 et £>° ont également
des expressions explicites sympathiques :

N

N
— . — T — ..
4 = max Slasl Wl = o ATA) Al = a3 e

=1

ot p(AT A) désigne le rayon spectral de la matrice AT A.

On peut maintenant contrdler l'erreur de convergence ey (u) en utilisant la norme subordonnée :

-1 -1
len(w)l| = [I4, en()| < 14,71 - [len(w)]] - (35)
—— ——
erreur de erreur de
convergence consistance

Il est donc clair que 'erreur de convergence est controlée par 'erreur de consistance, avec un
facteur de proportionnalité donné par la norme subordonnée de I'inverse de 'opérateur discret
Ay, Dans la suite, on va chercher une majoration de ||A; !|| pour obtenir une estimation pratique
de l'erreur de convergence. Ce sera le résultat de stabilité.
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2.4 Stabilité du schéma aux différences finies (21)

Proposition 2.23 (Stabilité du schéma aux différences finies (21)). Les coefficients de la
matrice A,:l sont tous positifs ou nuls. Par ailleurs, cette matrice vérifie ’inégalité de
stabilité en norme infinie suivante :

_ 1
45 oo < - (36)

o

Par ailleurs, le schéma (21) est stable en norme infinie :

1
lunlloo < S lballoo, (37)

autrement dit, la solution discréte uy, est controlée par le second membre by, = by (f, ug, uq).

Remarque 2.24. La stabilité exprimée dans (36) entraine la stabilité au sens général :

une légere variation du second membre (f) et/ou des conditions de bord (ug, ug) entraine une
variation proportionnellement contrélée de la solution discréte.

En effet, si dby, désigne une petite perturbation de by, alors la solution discréte subira une variation
duy, telle que
Ap(up, + dup) = by, + 0bp,.

En conséquence, puisque Apup, = by, il vient
Apduy, = 0by,

et donc

dup, = A; 1oby,.

Ainsi, en s’appuyant sur (36), il vient

_ (36) 1
l5unlloo < 145 locllobnlloo <" 2 l10Bn|oo-

L’erreur commise sur la solution discréte est donc proportionnellement contrélée par la perturbation
du second membre.

Preuve de ’estimation (37) de la Proposition 2.23. Le controle (37) s’obtient directement
du fait que Apup = by, et du controle de la norme infinie de l'inverse de Aj (36) :

_ _ (36) 1
[unlloo = 145 bulloo < 1145 loollbnlloo <" SI1bnlloc- (38)

O]

Pour obtenir (36)—qui constitue finalement la partie principale de la Proposition 2.23, on va
avoir besoin du lemme suivant :

Lemme 2.25 (Principe du maximum discret). La matrice Ay associée au schéma auz
différences finies satisfait le principe du mazximum discret :

vz e RY, [Apz = 0] = [z>=0], (39)
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o, pour tout vecteur y € RN, la notation y = 0 signifie que toutes les composantes y; de y
sont positives ou nulles.

Aparté 2.26. En régle générale, on parle de principe du maximum lorsqu’un encadrement
des données du probleme permet d’en déduire un encadrement de la solution. Ici, en posant
y:= Apr <= x = A;ly, (39) devient

[y =0 = [4,'y = 0],

ot y joue typiquement le role du second membre by,.

Preuve du Lemme 2.25. Soit € RY tel que Apz > 0. Notons y := Az, alors y = 0. Il s’agit
de montrer que z; > 0 pour tout i € [1, N].

Pour cela, on va chercher l'indice k € [1, N] pour lequel zj, est minimal : posons

k € argmin{z;},
1€[1,N]

et montrons que x; > 0 ce qui permettra de conclure la preuve.

Point de vigilance 2.27. Noter que argminie[[LN]]{a:i} n’est pas vide et peut contenir
plusieurs indices; auquel cas on peut choisir n’importe lequel de ces indices comme k.

On procede par dichotomie : on va distinguer deux cas selon que k est sur un bord (c’est-a-dire
k=1 ou k= N) ou a 'intérieur (c’est-a-dire 1 < k < N).

e Si k=1, en regardant la premiere ligne de Az =y, on a
2.%’1 — X9 = hzyl. (40)

Puisque y = 0, on a y; > 0, donc
hy; > 0. (41)

Par ailleurs, comme 1 est minimal, on a x7 < z9, d’ou
201 — x9 < 221 — X1 = 71. (42)
En combinant (42)-(40)-(41), il vient

(42) (41)
T1 > 2w — T2 w h*y; > 0,

ce qui conclut le cas k = 1.

e Pour k = N, la méthode est identique : on trouve
N > 2ry —xN-1 = hPyn > 0.
e Enfin, si 1 < k < N, la k-iéme ligne de Apz = y nous donne
—Tp_1 + 22k — T = hPyy, > 0. (43)
Par ailleurs, comme zj est minimal, on a x; < zp_1 et xx < xp41, done

—T—1 + 22, — Tpp1 < —Tf + 221 — 2 = O. (44)
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En combinant (43) et (44), il vient

(44) 4
0 > —xp_1 + 225 — Tp1 (2) h?yy, > 0,

ce qui permet d’affirmer que
—Tp—1 + 20 — T =0, (45)

ou, dit autrement,
Tp — Tp—1 = T4+1 — Tk-

Maintenant, puisque = < zr_1 et xx < 211, ce qui implique que
0>xp —xp1 =41 — 2 >0
et force a avoir
Tk — Tp—1 = Th1 — T = 0,

si bien que si x est minimal a l'indice k, alors x est également minimal aux indices k — 1 et
k+1:

T = Tk—1 = Tk41-
En répétant ce raisonnement de proche en proche, on se rameéne au cas k =1 ou k = N, pour

lesquels on a déja montré que xy > 0.

En conclusion, = est systématiquement minimal et positif ou nul sur I'un de ses deux indices de
bord. On a donc bien z > 0. ]

On passe maintenant a la seconde partie de la preuve de la Proposition 2.23 sur la stabilité du
schéma.

Preuve de I’estimation (36) de la Proposition 2.23. On commence par montrer que les
coefficients de la matrice inverse A,:l sont tous positifs ou nuls :

aij = (A1 20, V(i j) € [1, N]*. (46)

Pour cela, on note, pour j € [1, N], ¢; les vecteurs colonnes de Agl :

Ap| 1 e |- | en =1 éer|€2| | EN |, (47)

oll e; est le j-iéme vecteur de la base canonique de R™. La lecture de (47) colonne par colonne
nous donne alors

Ath =e€j > 0, Vj c [[1,]\7]], (48)

ce qui permet d’appliquer N fois le principe du maximum discret (Lemme 2.25) sur (48) :

\V/] € [[17N]]7 G4 =0, (49)

. aoe OF /E
Sommaire Page 25 /59



Analyse numérique des EDP Master 1 MACS

et donc tous les coefficients de Agl sont positifs ou nuls.

On passe maintenant a la majoration (36) de la norme de A,;l. On utilise la formule explicite
dont on dispose pour la norme subordonnée £ :

1<i<N

N
A7 oo = max > 7 [(A; )il
j=1

N
= max A1l puisque tous les coefficients de A; ! sont positifs ou nuls,
h /U h

1<i<N |4
Jj=1

, avec 1, = (1,..., )T e RV,

1
= max ‘A 1
1<i<n [Th TP

145 " Ll oo

On va alors interpréter Agllh comme la solution uj du schéma numérique (22) Apup, = by, pour
by, = 1. En effet, on a bien
Ah(Agllh) =1y.

Maintenant, by, = 1 se traduit coordonnée par coordonnée par

flz)+ 78 =1,
f(z2) =1,

(50)
flen—1) =1,
flzn) + 78 = 1.

Une condition suffisante pour vérifier (50) pour tout h est de prendre uy = uq =0et f = 1.

On est ainsi confronté a la solution numérique Agllh correspondant au probleme
1

0) =0, (51)
0

Dans ce cas précis, on a notamment u(¥) = 0, ce qui rend le schéma numérique exactement
consistant :
A,;llh = TR, pour tout h > 0,

ou u est la solution du probleme (51).

Par ailleurs, on sait que cette solution u est réguliere (cf. Proposition 2.2) sur le compact [0, 1].
La solution u est donc bornée, et majore a plus forte raison A;Lllh puisque ses coordonnées sont
des échantillons de u sur le maillage. On trouve ainsi

-1 —1
1A% oo = 145" Lhlloo < flullzo(0,)-

Il ne reste plus qu’a rendre explicite la borne supérieure ||ul| o (o,1) pour obtenir (36). Pour cela,
remarquons qu’on a une solution explicite du probléme (51) :

u(z) = %x(l — ), z € [0,1],
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et qu’elle est maximale en x = %, avec (%) = %. Ce dernier point est laissé en exercice aux

lectrices et lecteurs.
On en déduit finalement que
1
HUHLOO(O,l) = §’

ce qui recouvre la borne supérieure (36) attendue et conclut la démonstration. O

2.5 Convergence du schéma aux différences finies (21)

Proposition 2.28 (Convergence du schéma aux différences finies (21)). Si la solution v du
probléme de Poisson (11) est de classe C* sur [0, 1], alors le schéma auz différences finies (21)
est convergent d’ordre 2 pour la norme || - |-

Preuve de la Proposition 2.28. Comme annoncé précédemment, la stabilité et la consistance
du schéma aux différences finies (21) permettent d’assurer sa convergence. Plus précisément, en
s’appuyant sur (35), & savoir

déf -1
len(w)ll = llmn(u) —unll < 4,71 - llen(w)], (52)
—— ——
erreur de erreur de
convergence consistance

on trouve, en utilisant les résultats de stabilité (cf. (36)) et de consistance du schéma (cf. (30)),

h2
len(@)lloo < 5= sup |u™®(@)]. (53)
96 2c(0,1]
La convergence d’ordre 2 annoncée s’ensuit immédiatement. O

Remarque de fin de chapitre :

En TD et TP on s’intéressera au probléme de Poisson avec conditions mixtes :

—u"=f  sur(0,1),
u(0) = Ug,
u'(1) = 0.

Pour une analyse du probléme elliptique plus général

—div(AVu) +b - Vu+cu = f,

on pourra consulter le livre de Grégoire Allaire, Analyse et optimisation.
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3 Equation de la chaleur

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’équation de la chaleur en dimension d = 1. Plus précisément,
on va travailler sur le probléme de Cauchy (i.e. probléeme avec condition initiale) avec conditions
de Dirichlet suivant :

Opu(t, x) — Oppu(t,z) = f(t, ) te (0,T7), =€ (0,1), (équation intérieure),

u(t,0) = ugy(t), te(0,T), z=0, (condition de bord a gauche), (54)
u(t, 1) = ug(t), te(0,7), =1, (condition de bord & droite),

u(0,z) = up(x) x € (0,1), (condition initiale).

Lorsque la donnée initiale ug posséde des traces aux extrémités, par exemple si ug € H'(0,1), on
dit qu’elle est compatible avec les conditions de bord lorsque

{UO(O) = ug(0)7
uo(l) = ud(O).

Cette compatibilité n’est pas nécessaire au caractere bien posé du probleme dans le cadre faible,
mais elle améliore la régularité de la solution au voisinage de I'instant initial.

Dans le cadre considéré ci-dessous, on suppose seulement ug € L?(0,1). Les valeurs ponctuelles
up(0) et up(1) ne sont alors pas définies en général, et aucune condition de compatibilité n’est
imposée.

3.1 Remarques sur les solutions de (54)

Supposons que

ug,ug € C*([0,T7), (i.e. continfiment dérivables sur [0,7]), (55)
ug € L*(0,1), (i.e. de carré intégrable sur (0,1)), (56)

et
feL*0,T;L7(0,1)) (57)

:={f:(0,T) — L?(0,1) mesurable et /T | f(t, ')||%z(0 1y dt < oo}
t=0 ’
~ L((0,T) x (0,1)).

Définition 3.1 (Notion de solution pour (54)). On appelle solution de (54) toute fonction

we C(0,T);L*(0,1)) n  L*0,T;H'(0,1))

condition initiale existence de Ozu dans L2
et des valeurs de u aux bords

vérifiant les trois conditions suivantes :
1. Uéquation intérieure au sens variationnel : pour toute fonction test
p e Cr(0,1),

Uapplication

1
t—s /0 u(t, 2)p(x) da
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est absolument continue® sur [0,T] et, pour presque tout t € (0,T),

jt/ol u(t, x)o(z) do + /01 Opu(t, )Opp(x) do = /01 Ft,2)p(z) da; (58)

2. les conditions de Dirichlet :
u(t,0) = ugy(t), u(t, 1) = uq(t), pour presque tout t € (0,7),

ot les valeurs au bord sont comprises au sens des traces ;

3. la condition initiale :

u(0,+) = uo, dans L*(0,1).

a. Une fonction absolument contilnue est, en particulier, dérivable presque partout. Cela permet de donner
un sens & la dérivée temporelle & fo u(t, z)p(x) dz pour presque tout t € (0,7).

Remarque 3.2 (Sur 'espace H'(0,1)). L’espace H*(0,1) est un espace de Sobolev, sous-espace
de L?(0,1), dans lequel la dérivée spatiale Oyu peut étre définie au sens faible et appartient elle
aussi a L*(0,1). Les fonctions de H'(0,1) possédent également des valeurs bien définies aux
extrémités x = 0 et x = 1, appelées traces. Ces deux propriétés ne sont pas disponibles pour une
fonction générale de L*(0,1), irréguliére a priori et définie seulement presque partout.

Remarque 3.3 (Sur la formulation faible (58)). La formulation faible (58) est obtenue en
multipliant la premiére ligne de (54) par une fonction test ¢ € C2°(0,1) et en intégrant sur (0,1),
puis en utilisant lintégration par parties pour le terme en O2u.

On obtient ainsi une formulation qui ne nécessite pas que u soit deuz fois dérivable par rapport
x, mais seulement qu’il existe une dérivée spatiale faible Oyu appartenant a L*(0,1). On parle de
formulation faible car on rend plus gros l’ensemble des solutions admissibles—ce qui est parfois
nécessaire pour attraper une solution lorsque les données sont irrégulieres, quitte a montrer que la
solution trouvée est en fait réguliere a posteriori.

Proposition 3.4 (Stabilité, décroissance de 1’énergie et unicité pour (54)). Sous les hypothéses
(55)-(56)-(57) sur les données, toute solution de (54) vérifie les propriétés suivantes :

1. (Stabilité) on a l'estimation de stabilité

tS(léPT) u(t, )20y < ¢ (||fHL2((o,T)x(o,1)) + [JugllLoo 0,7y + lall oo 0,1y + HU0||L2(0,1)> ,
<(0,
(59)

ot ¢ > 0 est une constante indépendante des données® ;

2. (Décroissance de l’énergie) si f =0 et ug = uqg = 0, alors l’énergie

1
B(t) = [ ult.2) do = Ju(t, ) Fx

est décroissante sur (0,T) ;

3. (Unicité) le probléme (54) admet au plus une solution.

a. Cette constante peut dépendre de 7', mais pas des données f, ug, uq €t uo.

Preuve de la Proposition 3.4, (1) stabilité. Le résultat de stabilité (59) est admis—voir le
livre de Brigitte Lucquin, Fquations aux dérivées partielles et leurs approximations, pour des
éléments de la preuve, dont on donne ici une esquisse.
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Par linéarité, I'idée consiste a décomposer la solution sous la forme
u=uV+ u(z),

de facon que u(!) porte la source et la donnée initiale avec des conditions de Dirichlet homogenes,
tandis que u? porte la contribution des données de bord.

Une estimation d’énergie appliquée & u(!) permet alors de controler

sup Hu(l)(t")HLz’(O,l)
t€(0,7)

par les normes de f et de ug. D’autre part, le principe du maximum permet de controler la
contribution u® a l’aide des normes des données de bord ug et uqg.

Enfin, 'inégalité triangulaire
Jw(t, ) 20,1y < Hu(1)<t7')HL2(O,1) + [u® ¢t 20,1y

conduit a l’estimation (59). O

Preuve de la Proposition 3.4, (2-3) décroissance de ’énergie et unicité. Supposons tout
d’abord que

On introduit I’énergie
1
B(t) = [u(t.) ey = [ Iutt. o) do.

En dérivant formellement par rapport au temps, on obtient
1
E(t) =2 / u(t,z) dyult, ) dz.
0
Dans le cas considéré, I’équation de la chaleur s’écrit

atu = amu,

d’out .

E(t) =2 /0 u(t, z) Duwult, z) da.
Une intégration par parties donne

E'(t) = 2 [ult, 2)0pu(t, 2)]2=) — 2 /O N \uult, 2 dr.
Les conditions de Dirichlet homogenes
u(t,0) =u(t,1) =0

annulent le terme de bord. Ainsi,

E/(t) = =200t )220, < 0.

L’énergie E est donc décroissante sur (0,7).

Cette propriété permet également d’obtenir 'unicité. Soient u et v deux solutions de (54) associées
aux mémes données. Par linéarité, leur différence

w::i=Uu—v
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est solution du probléeme homogene, avec conditions de Dirichlet homogenes et donnée initiale
nulle :
f=0, w(t,0) =w(t, 1) =0, w(0,+) =0 dans L?(0,1).

L’énergie associée a w,
2
Ey(t) = [lw(t,)ll7200,1),
est donc décroissante. Or

et, par définition,

Par conséquent,

et donc
E,(t)=0, Vte[0,T]
Ainsi,
w =0,
c’est-a-dire
u=v.
Le probléeme (54) admet donc au plus une solution. O

Proposition 3.5 (Représentation en série de Fourier de la solution homogene). Dans le cas
ot f=0, ug =uqg =0, la solution u de (54) s’écrit

u(t,z) = Z bpe F sin(kmx), dans L?(0,1),
k=1

1
by = 2/ up(x) sin(krz) dx.
0

Preuve de la Proposition 3.5. On décompose la solution en série de Fourier adaptée aux
conditions de Dirichlet homogenes (Fourier sinus) : puisque pour tout ¢ € [0, 7], u(t,-) est un
lément de L%(0,1), il existe une suite (B (t))r>1 telle que

u(t,z) = i Br(t) sin(kmz), dans L%(0,1) pour tout ¢ € [0,T]. (60)
k=1

En injectant formellement (60) dans I’équation
Ot — Opzu = 0,

et en dérivant formellement terme a terme, on obtient
Z (ﬁ;(t) + kZWZ,Bk(t)) sin(krz) = 0, dans L?(0,1).
k=1

Par unicité du développement en série de Fourier sinus, on en déduit que, pour tout £ > 1, Si
satisfait P'EDO linéaire
ﬁl,c(t) + k27r2/8k(t) =0, te (07 T)7 (61)
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munie de la condition initiale
1
B(0) = 2 /0 wo(x) sin(kra) de =: by. (62)
La résolution de cette EDO est immédiate et donne
/Bk(t) _ ﬂk(O)e_k27r2t _ bke—k27r2t.

Ainsi, on trouve bien que
© 2.2
u(t,x) = Z bre ¥ ™t sin(knz), dans L*(0,1),
k=1
ce qui conclut la preuve. ]

3.2 Construction de schémas aux différences finies pour ’équation de chaleur

On se propose ici de construire des schémas numériques aux différences finies pour résoudre le
probléme de Cauchy (54).
Discrétisation. On commence par construire un maillage espace-temps uniforme de [0, 1] X
[0,T] : pour deux entiers N (espace) et M (temps) de N*, on définit les pas de discrétisation
1 T
h=Ar:= ——, et T=At:= .
N+1 M+1
On note x; et t; les points et instants discrets, respectivement,
x; = 1Az, i€ [0,N +1],
t; = jAt, jeo,M+1].

Ainsi, les solutions discrétes u’ sont définies pour j € [0, M + 1], tandis que les itérations
j — j + 1 sont effectuées pour j € [0, M]. Les termes sources et les erreurs de consistance
associés a une itération sont donc indexés par j € [0, M].

L’objectif est d’approcher la solution u du probléeme continu aux points de discrétisation intérieurs
(tj,xi), pour i € [1,N] et j € [1, M + 1] par I'intermédiaire de I'inconnue w;.

7

Pour les bords, on pose

ué = u(0,t;) = ug(t;), car u(t,0) = uy(t), sur le bord {z =0} (O),
. ug\,H = u(1,t;) = uq(t;), car u(t,1) = ug(t), sur le bord {z =1} (O),
0
u;

= u(0, ;) = up(x;), car u(0,z) = ug(x), au temps initial {t = 0} (@).

Pour j € [1,M + 1]
u1
R
uw = e RY,

J
Uy
le vecteur des inconnues u] a l'instant ¢;. Le vecteur initial u? est quant & lui connu :

ut

uj
u® = e RV,
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Point de vigilance 3.6. Noter qu’en tant que solution numérique, uw! dépend des pas de
discrétisation h et T et devrait donc étre notée uj _. On fera souvent Uabstraction de cette
dépendance dans la notation pour alléger I’écriture. 1l convient toutefois de toujours bien faire
la différence entre la solution continue u et la solution approchée u’.

De méme, certains indices h et T pourront étre également effacés des notations par souci de
lisibilité. Normalement, la nature de chaque objet et sa dépendance aux pas de discrétisation
sont claires dans le contezte.

Approximation des dérivées partielles. On utilise des différences finies centrées pour approcher
les dérivées spatiales et des différences finies avant pour les dérivées temporelles :

9%u uwl o — 2w+l
W(tj’ x;) A~ —H h; =1 (comme dans le chapitre précédent)
x
ou W — ol w — ! AR
E(tj’ x;) ~ ——*  oubien —-+———  oubien —+—-——. (63)
T T 27

On peut choisir différents taux d’accroissement pour approcher la dérivée temporelle : avant,
arriere ou centrée. Cela mene a différents schémas aux différences finies, chacun ayant ses propres
avantages et inconvénients.

Point de vigilance 3.7. Sur la notion de schéma EXPLICITE/IMPLICITE.

Un schéma est dit explicite si les valeurs au nouvel instant tj1 se calculent directement a
partir de valeurs déja connues.

Il est dit implicite si les inconnues au temps tj1 apparaissent elles-mémes dans le schéma,
de sorte qu’il faut résoudre un systeme® pour les déterminer.
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En pratique : si u/t! est obtenu directement, le schéma est explicite ; s’il faut résoudre un
systéme en w11, il est implicite.

On peut donner un exemple simple, méme dans le cadre des EDO : pour 'EDO X' = X? :

le schéma X7t = X7 4 7(X7)? est explicite ; (64)
le schéma X7 = X7 4 7(X7T12 est smplicite ; (65)
le schéma X7*! = X7 4 2 (X7)? + (X/*1)?) est implicite. (66)

On woit bien que dans le premier cas (64), calculer X714 partir de X7 ne pose pas de
probléme (il suffit d’appliquer la formule) ; tandis que dans les deuz derniers cas (65) et (66),
isoler X7T1 nécessite de résoudre une équation non linéaire (ce qui est déja moins trivial).

a. i.e. faire des opérations algébriques pour trouver v/ si le systéme est linéaire, ou faire une méthode de
Newton si le systéme est non-linéaire.

3.3 Un premier schéma : Euler explicite

3.3.1 Le schéma explicite

On choisit 'approximation avant pour la dérivée temporelle dans (63) :

8“(75- ')Nugﬂ—uj
ot §rTi) T ’

et la différence finie centrée pour le laplacien en espace (comme dans le chapitre précédent) :

aZU(t 1’) ~ U‘Z+1 o 2“"3 +u‘zqfl
ox2 VT h? '

On obtient ainsi le schéma aux différences finies explicite suivant :

~

Jjt+1 J I 9, J
T h?

ou fij = f(tj,z;) est la source discrétisée. On peut réécrire (67) sous la forme du schéma itératif

L— 1. pour tout i € [1,N] et j € [0, M], (67)

suivant :
wl T =l 5 (ug_H —2ul + ug_l) + 7, pour tout i € [1, N] et j € [0, M]. (68)
A noter que ce schéma est bien explicite : les inconnues uZ 1 sont directement calculables a

partir des valeurs connues u;.
A nouveau, comme dans le chapitre précédent, on peut réécrire le schéma (67) sous forme
matricielle :

W =) — AT + Tb?w

pour tout j € [0, M], (69)

ot Ap, est la matrice de discrétisation spatiale du (moins) Laplacien et bj est 'analogue (temporel)
du second membre by, défini dans le chapitre précédent—cf. (23) :

2 -1 0 0 0 f(tj,x1)+“9,f§j)
L2100 ft52)
1[0 -1 2 -1 0 ; f(tj,z3)
A=mlo 0 -1 2 et b= : (70
: : : -1 f(tj,on_1)
0 0 0 1 2 Ftg, m) + 248

Sommaire

Page 34 /59



Analyse numérique des EDP Master 1 MACS

Point de vigilance 3.8. Noter que Ay, contient déja la multiplication par 1/h?, d’ot son
nom : Ap.

3.3.2 Consistance du schéma explicite (68)

Comme dans le chapitre précédent (cf. (26)), on définit la projection 7y, agissant sur une fonction
u(t,+) (qu'on va simplement noter u(t) pour faire court), définie sur [0, 1] par

u(t, 1)
u(t, o)

mhu(t, ) = Thu(t) = : c RY. (71)

u(t, zn)

Définition 3.9 (Erreur de consistance du schéma explicite). Etant donné une solution exacte
u de (54), on définit Uerreur de consistance €}, du schéma explicite (67) par

i () = mhu(tji1) — Thult;)

Eh, - + Apmpu(ty) — b{L, pour tout j € [0, M]. (72)

(On met la solution exacte u dans le schéma numérique et on regarde ce qui reste...)
(Noter que 6i,T est un vecteur de RN pour tout j € [0, M].)

On dit que le schéma est consistant st

li ] 00 =0,
A o) R len, - (Wl

c’est-a-dire si I’élément mazximal de ((5{L7T(u))i)(i,j)e[[1,N]]><[[O,M]] tend vers 0 lorsque les pas h

et 7 tendent vers 0.

Proposition 3.10 (Consistance du schéma explicite). Siu € C2([0,T]; C*([0,1])) est une
solution de (54), alors le schéma (67) est consistant, d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace
pour la norme ||| -

Plus précisément, on a l’estimation

Pu
ot?

T . (73)

sup

; h
max |lej (u)floo < 5 sup 3
[0,7]x[0,1]

F€[0,M] 12 0. 17x0,1

La preuve de cette proposition sera faite lors du TD 2. Dans I’exercice en question, on montre
ensuite directement la convergence du schéma a partir de la consistance, sans passer par la
stabilité.

On peut également montrer la stabilité du schéma puis en déduire la convergence en utilisant a la
fois la consistance et la stabilité. C’est ce qu’on va faire maintenant.
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3.3.3 Stabilité du schéma explicite (68)

Proposition 3.11 (Stabilité du schéma explicite). Sous la condition de CFL“

1
<= 74
<3 (74)

=
2

le schéma (68) est stable pour la norme ||| . Plus précisément,

I < 0 t: t: T N . (75
jephax | u Hoo_maX{Hu “m7jgﬁ£ﬁ] !ug(g)\,jerﬁl(%] !ud(g)!}Jr [ [l (75)

Ainsi, la solution discréte reste uniformément controlée par les données initiales, les conditions
auz limites et le terme source, indépendamment des pas de discrétisation h et T.

a. CFL pour Courant-Friedrichs-Lewy, du nom des trois mathématiciens qui ont introduit cette condition
dans les années 1920.

Remarque 3.12. Le contréle (75) est un analogue discret de l’estimation de stabilité (59) pour
le probleme continu. On retrouve la méme structure : la norme de la solution est contrélée par les
normes des données.

A noter que lorsque f =0, Uestimation (75) donne directement le principe du maximum discret
e ] < mve e ), s o (1) 1)}
i.j i J J

Preuve de la Proposition 3.11. Posons
T 1 .
ri= g (< 5 bar hypothese CFL (74)).
Le schéma (68) s’écrit sous la forme
u{“ = Tu{fl +(1- 2r)uz + 7‘u§+1 +7 ij, pour tout i € [1, N], (76)
ou 'on prolonge le schéma (76) jusqu'aux indices de bord i =0 et ¢ = N + 1 en posant
ud) = ug(t;) et us_H = ug(tj).
Sous la condition CFL r < 1/2, les coefficients
T, 1—2r, r
sont positifs et leur somme vaut 1. Par conséquent, la combinaison dans (76),
Tu{fl +(1- QT)U{ + 7‘u{+1
est convexe, et donc bornée par le maximum des trois termes :
o . . . 4
fud ) < max {Jud_y | [l [udy |} + 71 (77)
En posant
B = max {max g (£;)], max \ud(tj)\} P = max |,
J J J

on obtient donc, en passant au maximum sur ¢ € [1, N] dans (77) :

|07+ |oo < max {[|w/ oo, B} + 7F. (78)
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Posons maintenant
K = maX{HuOHOO, B} .

En utilisant (78) pour j = 0, il vient
Ju oo < max {[u°]loc, B} +7F
=K+ 1F.
En utilisant (78) pour j = 1, il vient
6 oo < max {|[u[|oo, B} +7F
<max{K +7F,B} +1F

=K+7F+71F
= K + 27F.

Une récurrence sur j donne ainsi

v/ oo < K + jTF
— K +t;F
<K+TF (indépendant de 7).

On trouve ainsi en passant au maximum sur j € [0, M + 1] :

e o < e { o, ma g 6] e ()] |+ T e

=B =TF

=K

ce qui redonne bien l'estimation (75) annoncée. O

3.3.4 Convergence du schéma explicite (68)

Comme annoncé plus haut, on peut montrer la convergence du schéma a partir de la stabilité
uniquement.

Proposition 3.13 (Convergence du schéma explicite). Si la solution u du probléme continu
(54) est C* en espace et C* en temps, et si la condition de CFL (74) 75 < 3 est satisfaite,
alors le schéma explicite (68) est convergent pour la norme |||, d’ordre 1 en temps et d’ordre
2 en espace. Plus précisément, on a l’estimation

) . (79)

Preuve de la Proposition 3.13. On peut faire la preuve en utilisant uniquement la consistance
(cf. le TD 2).

Ici, on va utiliser la consistance (Proposition 3.10) et la stabilité (Proposition 3.11) pour montrer
la convergence.

) h?
max w — mpu(t; <T|[|-— sup
F€[0,M+1] ” (t)lloe <12 0,7]x[0,1]

Pu
ot?

7
ozt

+z sup
2 10,77x[0,1]

On a notre schéma explicite (67) :

W = — T A 4 b, pour tout j € [0, M],
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et la solution exacte u du probléme continu (54) satisfait, par définition de l'erreur de consistance
(72), , ,
mpu(tizr) = mpu(ty) — TApmpu(ty) + 7b) + TE) pour tout j € [0, M]. (80)

Maintenant en notant ’erreur de convergence
el = — multy), pour tout j € [0, M + 1],

on trouve que

€j+1 = uj+1 — Whu(tj+1)

59)(80 , ) A ) .
(69)(80) (u] — 7AW + Tbgl) — (ﬂ'h’u,(t]‘) — TApmpu(t;) + b + TE?M)

= (uJ - W},/U(tj)) - 7—14/1, <Uj - ﬂ-hu(tj)> - TE'}jL.T

=) —TApe —7Te] .
Ainsi, Perreur de convergence e/ satisfait la relation de récurrence suivante :
It =l —TApe! — 1l pour tout j € [0, M]. (81)

On reconnait alors dans (81) le schéma explicite (69) appliqué a I'erreur e/, avec :

e pour second membre,
Jo_ _J .
b = =75
e pour condition initiale,
eV = u® — mu(0) = O,

0

car le schéma est initialisé exactement sur la donnée initiale : u” = mpu(0);

e pour condition de bord & gauche, en prolongeant ’erreur aux indices de bord,
e = uh — u(ty,0) = ug(t;) — ug(t;) = 0;
e de méme, pour la condition de bord a droite,
N1 = Uiy — ulty, 1) = ualty) — ualt;) = 0.

On peut par conséquent appliquer au schéma (81) le résultat de stabilité de la Proposition 3.11
pour obtenir, sous la condition CFL. Plus précisément, (75) donne

ma; el < ma el ma el ma e + T ma &l
jelon 1] Ie7loo < max Uig’je[[o,MX—&-l]] Lg’/,je[[O,MX—H}] n 1l o] e lloo
=0 _

=0

—T max | .
je[[o,MﬂH rllos

Ainsi, en utilisant 'estimation de consistance (73) de la Proposition 3.10, on obtient bien le
résultat de convergence (79) annoncé :

, h? T
jelomir1] 7l < (12Humm‘Ltvl 3 ’Wt"Lt’z)

O
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Remarque 3.14 (Sur la condition CFL). La condition CFL (74) impose en particulier que
h2
T< —.
-2
Donc si on souhaite augmenter la précision du schéma numérique en espace (i.e. en diminuant
h), il faudra diminuer T de maniére significativement plus forte (comme le carré de h).

Ainst, st on veut diviser par 10 le pas d’espace h, il faudra diviser par 100 le pas de temps 7. C’est
un inconvénient majeur des schémas explicites pour I'équation de la chaleur : raffiner le maillage
en espace entraine une diminution drastique du pas de temps et donc beaucoup plus d’itérations
pour atteindre I’horizon temporel T'.

Liutilité du schéma implicite est justement de ne pas avoir cette contrainte CFL sur le pas de
temps T et de pouvoir choisir T indépendamment de h tout en conservant la stabilité du schéma.

3.4 Un deuxiéme schéma : Euler implicite

3.4.1 Le schéma implicite

Au lieu d’utiliser le schéma explicite pour approcher la dérivée temporelle

u(tjyr, i) — u(ly, ;)
T

Oru(ty, ;) ~ (schéma explicite),
on va maintenant utiliser le schéma implicite :

(tja1, i) — ulty, z;)
T

Ou(tjir,xi) ~ “ (schéma implicite). (82)

On obtient ainsi le schéma itératif implicite pour I’équation de la chaleur (54) :

L g L gyt T .
: Ui Zit 2 S A pour tout i € [1, N] et j € [0, M], (83)
-

que 'on pourra comparer avec le schéma explicite (67), et que 'on écrit également sous la forme
matricielle :

u

W =) — T A Tb?fl, pour tout j & [0, M, (84)

ot1, comme pour le schéma explicite, Ay, est la méme matrice de discrétisation spatiale du (moins)
Laplacien, et biLH est I’analogue (temporel) du second membre by, défini dans le chapitre précédent ;
on les rappelle ici :

2 -1 0 0 -0 f(tj+1,w1)+%
_01 21 _21 01 8 Ml 72)
1 - -t , ftjs1, 23
Ay = - L ot = (s2) . (89)
h 0 0 -1 2 R :
: : : . =1 f(tj+1=33N—1)
0 0 0 - -1 2 Fltpr, o) + tallgrn)

Notons que la résolution du schéma implicite (84) n’est plus directe, comme c’était le cas pour le
schéma explicite oll on trouvait directement u/*! en fonction de w/ par simple application du
schéma. Ici, on pourra voir que (84) équivaut a résoudre le systeme linéaire suivant :
(In 4+ 7Ap) w™ = uf + Tbi“, pour tout j € [0, M]. (86)
= Vir h

Dans la suite, on notera simplement M = M, ;, = I + 7A), pour alléger les notations. La matrice
M est ainsi tridiagonale de taille N x N, avec pour coefficients :

Sommaire Page 39 /59



Analyse numérique des EDP Master 1 MACS

e 1+ 245 sur la diagonale,
e —77 sur les sous-diagonales et les sur-diagonales,
e 0 ailleurs.
On peut voir immédiatement que la matrice M est symétrique et définie positive en s’appuyant

sur le fait que Aj est symétrique et définie positive (cf. la preuve de la Proposition 2.11 au
chapitre sur ’équation de Poisson) :

Proposition 3.15 (Caractere bien posé du schéma implicite). La matrice M = In +TAp, est
symétrique et définie positive, ce qui garantit que le systéme linéaire (86) admet une unique
solution.

Preuve de la Proposition 3.15. En utilisant la notation du produit scalaire usuel sur R, &
savoir

(z,y) =y" =,
on a pour tout vecteur non nul z € RV \ {0},
(Mz,z) = ((In + TAp)z, x)
= (z,x) + 7(Apz, x)
= ||z|* +7 (Apz, 2) > 0,
—— —_———

>0 >0

puisque Ay, est définie positive. Il en résulte que M est définie positive. O

3.4.2 Consistance du schéma implicite (83)

Définition 3.16 (Erreur de consistance du schéma implicite). On définit l’erreur de consis-
tance 5?:;1 du schéma implicite (83) a l'instant tj41 par

() = mhu(tjv1) — mpu(ts)

Ehr . + Apmpu(tjpr) — b{fl, pour tout j € [0, M]. (87)

(On met la solution exacte u dans le schéma numérique et on regarde ce qui reste...)

On pourra comparer avec la Définition 3.9 pour lerreur de consistance du schéma explicite. Noter
également que la notation de projection 7y, est la méme que celle utilisée pour le schéma explicite
et est définie dans (71).

Proposition 3.17 (Consistance du schéma implicite). Siu € C2([0,T]; C4([0,1])) est une
solution de (54), alors le schéma (83) est consistant, d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace
pour la norme ||-|| .

Plus précisément, on a l’estimation

) h?
max_||e2 T (u < — sup
je[[o,M}]H nr (Wl = 35 [0,7]x[0,1]

P
ot2

o
oz

-
+ — sup

. 88
2 [0.1)x[0,1] (88)

Preuve de la Proposition 3.17. La preuve de la Proposition 3.17 est analogue a celle de la
Proposition 3.10 pour le schéma explicite et est laissée en exercice a la lectrice ou au lecteur. [J
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3.4.3 Stabilité et convergence du schéma implicite

Le schéma implicite (83) est inconditionnellement stable et convergent, contrairement au schéma
explicite dont la stabilité impose une condition liant le pas de temps 7 au pas d’espace h.

Ces propriétés seront établies dans la section suivante a l'aide de résultats généraux, notamment
du théoreme de Lax—Richtmyer.

3.5 Résultats généraux sur la consistance, la stabilité et la convergence

Les schémas explicite et implicite (69) et (86) sont deux exemples de schémas numériques pour
approcher la solution du probléeme de la chaleur avec conditions de Dirichlet (54).

Ces schémas prennent la forme matricielle itérative générale :
M = Njyu? + Tb;w, (89)
avec

o Dans le cas explicite (69)
— My = Iy,
— Np=In —TA,
— b}, . défini dans (70);
o Dans le cas implicite (86)
— Mp = 1IN + T4,
— N = Iy,
— b} défini dans (85).

Lorsque M), est inversible, on peut réécrire le schéma sous la forme itérative classique

w T = My N+ T M (90)
N—— N——
=Gn,r =B

On travaille donc dans cette section sur le schéma itératif général

Wt =Gl + 78], jefo,M]. (91)

Définition 3.18 (Stabilité). Le schéma (91) est dit stable pour une norme |-|| sur [0,T] s’il
existe deux constantes C1,Co > 0, indépendantes de h, T et M, telles que

7 < 0 J
s o] < 1] + Co max B, (92)

ot w désigne le vecteur de la solution approchée au temps tj.

Théoréme 3.19 (Théoreme de Lax-Richtmyer (1956)). Dans le cadre d’un probléme linéaire
bien posé et d’un schéma linéaire bien défini, le schéma itératif (91) est convergent si et
seulement s’il est stable et consistant.
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A retenir 3.20. Dans le cadre d’un probléme linéaire bien posé et d’un schéma linéaire bien

défini,

“stabilité + consistance <= convergence”

On admet I'implication

convergence = stabilité + consistance,
et on prouve I'implication inverse

stabilité 4 consistance = convergence,

la plus pratique a vérifier dans les applications numériques.

Preuve du Théoréme 3.19 : implication <. Supposons que le schéma itératif (91) est stable
pour une norme |-|| donnée. D’apres la Définition 3.18, cette stabilité s’exprime de la maniere
suivante : il existe des constantes C7,Cy > 0 pouvant dépendre de 1'horizon temporel T', mais pas
des pas de discrétisation 7 et h, telles que

I < Cyllul] + C. Bl tabilité 93
jehax [w? || < Crlju”|| + 2j€n[f[%ﬂu | P (stabilité), (93)

et ceci, pour toute donnée initiale u° et tout terme source BiL -

La consistance, quant a elle, s’écrit

max HE,{ (u)]] =0 lorsque h —0et 71— 0, (consistance), (94)
jefo.m] = ™

ou l'erreur de consistance 5,{ ~(u) est définie a partir du schéma itératif (91) par

5,”1'77(u) - ﬂhu(t]’+1) —Tgh,rﬂhu(tj) _ Biﬁ' (95)

A présent qu’on a éclairci nos hypotheses de travail, on note I’erreur de convergence a 'instant ¢;

par
ep,., = mpul(t;) — ul . (96)

On va maintenant utiliser la linéarité du schéma itératif (91) : notons qu’on a
o uitl = Qhﬁuj + TB{; - pour la solution numérique uw, et
o mpu(tjsr1) = Ghrmpulty) + TB% LT 7'8,{ ~(u) pour la solution projetée sur le maillage mpu(t;).

En soustrayant la premiere ligne a la deuxiéme, on obtient immédiatement 1’équation de ’erreur
de convergence :

J+1 _ J J

€hy = Gnrey, +7E (). (97)
Remarquons a ce point de la démonstration, en observant (97) que 'erreur de convergence e%tl
satisfait un schéma itératif linéaire du méme type que (91), ou

o Gp,r est identique a celui du schéma itératif original (91),

. 7'6,{’7 (u) joue le réle du terme source TB{LJ_ dans le schéma itératif original (91).

Sommaire Page 42 /59



Analyse numérique des EDP Master 1 MACS

On peut & présent utiliser notre résultat de stabilité (93) (valide pour tout terme source et toute
donnée initiale) sur 1’équation de 'erreur de convergence (97). Il vient
J 0 J S TP J
max _|le <Ci|le +Cy max ||& (u stabilité pour e; ). 98
e )| < e+ Co max € (. pour ¢ ). (9)
=0
On remarquera que l'erreur initiale e% - est nulle si la donnée initiale numérique coincide avec
la projection de la donnée initiale continue, c’est-a-dire si u% = mul. C’est ce que lon fait en
pratique : on choisit initialement ug = mpug, ce qui annule 'erreur initiale.
Ainsi, on peut éliminer la contribution de I’erreur initiale nulle dans (98), et la consistance du

schéma nous permet de conclure :

max ¢ < Cy max ||& _(u — 0, lorsque h — 0et 7 — 0, 99
el < Ca e (8], 0] . )

O
Remarque 3.21. Il convient de noter que l'on a utilisé dans cette preuve la consistance au sens
ot Uerreur de consistance &, _(u) tend vers zéro lorsque h — 0 et 7 — 0—cf. (94).

Si lon savait a priori que 'erreur de consistance était d’ordre O(h? + 19) pour certains p,q > 0,
alors on pourrait en déduire une estimation plus précise de ’erreur de convergence (seule la
derniére ligne de la preuve (99) serait modifiée) :
J
max _|le < Co O(RP 4 79). 100
max e | < C20(0 + 1) (100)
On voit alors que lerreur de convergence hérite des ordres de l’erreur de consistance ; autrement
dit,

‘ [erreur de consistance d’ordre O(hP + 19)] = [erreur de convergence d’ordre O(hP + Tq)}.‘

Proposition 3.22 (Conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité). Un schéma
numérique de la forme générale (91) est stable pour une norme ||-|| donnée (cf. (93)) si et
seulement s’il existe une constante C > 0 indépendante de h et T telle que

je[[%}%/lxﬂﬂ ‘H (Gnr )’ ‘H =G, (101)

ou ||-|| désigne la norme subordonnée a la norme |+ sur les opérateurs linéaires (G, » est une
matrice!). Voir Uaparté 2.22.

Remarque 3.23. Il convient de noter que la matrice Gy » dépend en général des deux pas de
discrétisation h et 7. Dans (101), la notation (Gn ) désigne la matrice Gy, » élevée d la puissance

J.

Preuve de la Proposition 3.22 (stabilité = (101)). Supposons que le schéma général (91)
soit stable, c’est-a-dire (93) pour toute donnée initiale u° et tout terme source By, _ : il existe
C1,Cy > 0 tels que ‘
max ||u/]| < Cy||lu°|| + Co max ||B) ||, 102
om0 < Gl + Co max B | (102)
et ceci, pour toute donnée initiale u® et tout terme source B{L .

Lorsque le terme source B{L - vaut Ogn, le schéma itératif (91) se réduit a

uj—H = gh,Tuj7 Vj € [[OaM]]7 (103)
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et donc ‘ ‘
W = (G, Ve [0,M+1], (104)

Noter dans I'équation précédente que le j du second membre est une puissance de la matrice Gy, ;.

En utilisant maintenant 'inégalité de stabilité (102) pour le terme source nul, on obtient

max o’ < Ci[l’],  Vu® € RY,
JE0,M+1]
et donc, en particulier,
Il < Cillwlll, Vi eo,M+1],  Vu eRY.

En remplagant v/ par (G, .)'u’ d’aprés (104), on obtient
Gyl < Clle®ll,  Vieo,M+1],  vu®eRY,

ce qui montre, en passant au suprémum sur v’ € RY \ {0}, que

i de Gp. ) ud .
@] = sup G e R I (V) (105)
weri\foy |4
L’inégalité (101) apparait en passant au maximum dans (105) sur j € [0, M + 1]. O

Preuve de la Proposition 3.22 ((101) = stabilité). Réciproquement, si 'on suppose que
I'on a (101), alors on a (on lache les indices un instant pour simplifier la lecture...)

ut = Gul + 8.
u? = gut + B!

=G(Gu’ + B%) 4 B!
= (6)*u’ + 7(gB° + BY).

u? = Gu® + 7182
=G (9% +7(gB" + B)) + 78
= ()’ +7(G°B" + GB' + B?).
ut = Gud + 183
=G ((99u" +7(G*B° + GB' + B)) + 78°
= (§)"’ +7(G°B" + G*B' + GB* + B°).

Par une récurrence évidente, on obtient pour tout j € [1, M + 1],
Wl = (Y + 7 Y (GY B
k=0

En passant & la norme, on obtient, par inégalité triangulaire, puis sous-multiplicativité de la
norme (cf. (34)), et enfin 'hypotheése de controle sur les puissances de G (101) :

it . i1 .
[u?|| < Gl +7 > Gy~ *BF|
k=0
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. j—1
<ol i+ S oy e
k=0

101) 0 i1 N
< Ol +7) C|IB¥|
k=0

M
<C <Hu0|| +TY IIB’“H> :

k=0

(

On s’approche peu a peu de l'estimation de stabilité (102). Pour avancer, on majore la somme
par M + 1 fois le maximum des termes :

M
B < (M +1 B*.
Tkz:%II | < 7(M + )kgﬁm 1B%||

Puis, en se rappelant que, par définition, 7(M + 1) = T, il vient

w7 < C<\|u°||+T max IIB’“H>7
kelo,M]

ce qui recouvre l'estimation de stabilité (102), a savoir

max W < C1||lul]] + Cy max ||BF
a0 < G+ Ca max B}l

avec C1 =C, et Cy = CT. O

Remarque 3.24. Le comportement des puissances de la matrice itérative G, dépend de son
rayon spectral
gr) = max |},
p(Gn) )\GSp(gh)‘ |
ot Sp(Gp) est appelé le spectre de G, et désigne 'ensemble de ses valeurs propres.

On sait en particulier que

lim (gh)j =Opvxy <= p(Gp) < 1.

J—00

On va dans la suite montrer que la condition de stabilité sur les puissances de la matrice itérative
Gy (101) est équivalente a la condition sur son rayon spectral, d savoir p(Gp) < 1 pour certaines
matrices Gy, avec certaines normes ||||.

Choix de la norme sur R". Depuis le début du cours, on a notamment utilisé la norme ||+||oo
sur RY, définie par
déf
[unlloo = max |ug.
1€[1,N]
Cette norme permet de controler uniformément les composantes d’un vecteur : une estimation
sur ||uplleo fournit, en particulier, une estimation valable simultanément pour chacune de ses
composantes u;. Dans le contexte d’une discrétisation spatiale, elle mesure ainsi I’erreur maximale

commise sur ’ensemble des points du maillage.

En particulier, si une famille (up)y vérifie

[unlloo < ChP,

; aoe A5 /5
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alors
|(up)i| < ChP, Vi € [1, N],

c’est-a-dire que toutes les composantes convergent vers 0 uniformément par rapport a l'indice du
maillage.

Au vu de la remarque 3.24, on souhaite toutefois introduire une norme mieux adaptée aux
“manipulations spectrales”, c’est-a-dire permettant d’exploiter plus directement les propriétés
des valeurs propres des matrices intervenant dans les schémas. La norme ||+||o n’est pas la plus
commode de ce point de vue.

Dans la suite, pour tout A > 0, nous allons donc utiliser la norme |[|-||;, sur RY, définie par

N 1/2
lunllp = <hz \Uil2> = V| up]|a- (106)
=1

Le facteur vh permet d’interpréter cette norme comme Panalogue discret de la norme L?(0,1).

En effet, considérons un maillage uniforme de [0, 1],
x; = ih, i€ [1,NJ, h=——,

et supposons que les composantes de up soient données par
(uh)i = U(IL‘z), (S [[17N]]7

pour une fonction v suffisasamment réguliere. Lorsque h — 0, la somme de Riemann associée donne

N 1
hY- @) " [ ) da.
i=1 0

Ainsi, pour h au voisinage de 0, on a

N
lunllf, = B Y 1(un)il® ~ [lullF2(.1y,
=1

et donc
lunlln = [lull z2(0,1)-

Pour se convaincre d’utiliser la norme |||, plutdt que ||-||2, supposons que pour tout pas de
discrétisation h > 0, on ait
u; = 1, iE[[l,N]].

Dans ce cas, on aimerait que la famille (uy)j soit associée & la fonction u = 1 sur [0, 1]. Calculons :

N 21/2 N o\ 1/2 " N\ 12
|ruh||h=<h;|ui|) =(h;1> — N = () o

1/2

N 1/2 N
lunll2 = <Z\uz‘!2> = (Z 1) = VN - .
i=1 i=1

Bien que les normes ||-|| et ||+||oc soient équivalentes pour tout h fixé, on peut perdre cette
équivalence lorsque h — 0—cf. le point de vigilance 2.13. On laissera le lecteur vérifier qu’on a les
inégalités d’équivalence suivantes :

Vi lunliso < llunlln < llunlloo-
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En conséquence, la norme |[|+||o “voit mieux la convergence” que la norme ||, :

[lunllos < CW] = [llunlln < CP?],

[lunlln < C17] = [Jlunlloe < CHPY2].
Autrement dit
{ordre p pour HuhHooi| == [ordre p pour HuhHh}
[ordre p pour ”Uh”h} — {ordre p —1/2 pour ||Uh||00]

La raison sous-jacente de ce point est que la norme |||, est une moyenne pondérée par h des
valeurs absolues au carré des composantes, tandis que la norme ||-||~ ne retient que la plus grande
composante. Ainsi, une perturbation locale (sur une marginale par exemple) aura un impact
direct sur la norme |||, mais sera atténuée par un facteur v/A dans la norme ||+||. Imaginez par
exemple que 'on ait

up = (1,0,0,...,0,007 =¢; € RY, pour tout h.

Alors
HuhHoo =1, HuhHh = \/E, pour tout h,

et donc ||up||co — 1, tandis que ||up||p — 0 lorsque h — 0.

Proposition 3.25 (Norme matricielle subordonnée a la norme ||-||,). Pour toute matrice
M € RN*N g norme subordonnée d la norme ||-||;, est donnée par

M), = 1Ml = +/ p(M*M), (107)
ot p(+) désigne le rayon spectral d’une matrice (i.e. le plus grand module des valeurs propres)

p(A) := max{|Sp(A)|} = max{|\| tels que X\ € Sp(A) C C},

et M* est l'adjointe de M : M* = M

Preuve de la Proposition 3.25. La premiere égalité || M|, = ||M]||, découle du fait que

(Ml _ Vh|Mazly _ ||Mx]

e~ Vil Tel: |
et done |Ma) |Ma)
i T2
1M, = sup - _ .
z£0 (4] z#£0 [[l2

La seconde partie de (107) est plus difficile & obtenir. Notons d’abord que I’on peut écrire

| M|
z#0 |72

IM]l; =

1
—— Mz

= sup
[E4[P

x#0

2

= sup [[Myl2
lyll2=1
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= sup /(My, My)
llylla=1

= [ sup (My, My),
lyll2=1

par croissance de z — /z. En élevant le tout au carré, on obtient

|M]5 = sup (My, My)
lyll2=1

= sup (M*My,y).
lylla=1

Remarquons & présent que la matrice M*M est hermitienne (M*M = (M*M)*) et positive
semi-définie :
(M*My,y) = (My, My) = || My|l3 >0,  vyeC".

Elle est définie positive si et seulement si M est injective. Par le théoreme spectral, toutes les
valeurs propres de M™*M sont donc réelles et positives ou nulles, et il existe une base orthonormée
de vecteurs propres B = (ei)ie[[l, N]», une matrice diagonale D = diag(A1, -+, An), et une matrice
unitaire U (i.e. U*U = I) telle que

M*M =UDU*.

Pour |ly||2 = 1, on écrit
N
Y= Zaiei-
i=1

Par orthonormalité de la base B, on a (Pythagore) :

N N
2
L=yl =D llwell3 = D Je” = 1. (108)
i=1 i=1
Maintenant, comme on a
M*Mei:)\iei, Vi € [[1,N]],
on a

N N N
M*My = M*MZaiei = ZaiM*Mei = Zai)\iei.

i=1 i=1
Par conséquent,
N N N N N
(M*My,y) = Zai)\iei, Z ajej | = Z Z a N (e;,€5) = Z Ai a2 (109)
i=1 j=1 i=1j=1 =1

Ainsi, a la vue de (109), on peut voir que (M*My,y) est une combinaison convexe des valeurs
propres \;, avec les coefficients |0<i|2 qui sont positifs et dont la somme vaut 1 d’apres (108). 11
s’ensuit que

miin i < (M*My,y) < max Ais

avec égalité si et seulement si y est un vecteur propre correspondant a la valeur propre minimale
ou maximale.

En somme, on trouve bien que

IMll, = | fmax Xi = /p(M+M).

O
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Remarque 3.26 (Norme |-|[;, d'une matrice normale). Pour une matrice normale M, i.e. si
M*M = MM*, on o |M]}, = p(M).

En effet, I’équivalence
[M normale] <= [3U unitaire, 3D diagonale telle que M = UDU"]
permet d’écrire
M*M = (UDU*)*(UDU™)
= (UD*U*)(UDU™)
=UD*(U*U)DU*
=UD*DU*,

donc M*M est semblable a D*D, et
D*D = dlag(TL o ,H) diag()\la o 7)\N) = diag(’)‘1’27 Ty ’)\N‘g)
Ainsi,
p(M*M) = p(D*D) = max |\i|?,

et donc
1321]), = \/ p(M*M) = max [A;| = p(M).

Rappel 3.27. Faisons un point sur les matrices :

o M*:=DM" estla matrice adjointe de M .

e on dit que M est auto-adjointe ou hermitienne si M = M™*.

e noter que si M est a valeurs réelles alors [M hermitienne] <= [M symétrique].

e on dit que M est normale si M*M = MM*.

o toute matrice hermitienne est normale.

e on dit que M est unitaire st M*M = I, ce qui implique aussi que MM* = I et donc que
M est normale. On retiendra les implications

[M hermitienne] = [M normale], [M unitaire] = [M normale].

En général, il n’y a aucune implication entre les propriétés “hermitienne” et “unitaire”.

Proposition 3.28 (Stabilité des schémas pour les matrices d’itération normales).
Si la matrice Gy, - est normale, alors un schéma numérique de la forme générale (91), d savoir

o : ,
Wt =Gl + TB;LJ_,

est stable® pour la norme ||-||n si et seulement s’il existe une constante Cy > 0 (dépendant de
Uhorizon T mais indépendante de h et ) telle que

p(Gnr) <14 Cor, (110)

pour tout h, ™ > 0 admissibles.

a. Voir la Définition 3.18 pour la définition de la stabilité.
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Preuve de la Proposition 3.28. On commence par I'implication réciproque : (110) implique
la stabilité. Pour cela, on va s’appuyer sur la caractérisation de la stabilité donnée par la
Proposition 3.22.

Supposons qu'il existe une constante Cy > 0 telle que (110) soit vérifiée, c’est-a-dire que
p(Ghr) <14 Cor, Vh,7 >0 admissibles.

Comme Gy, , est normale, ses puissances itérées le sont également. En effet, cela est trivial pour
j =1, et si G _est normale, alors, en utilisant le fait que

(AB)* = B*A™, VA, B e C™*". (111)
et en simplifiant la notation G = Gy, -,

(gJ-H) g]—i—l (gjg) (gjg)
=G*(¢/)'¢’g  (111)
=G*G7(G¢")*G (HR)
=g'¢'(GYg (1)
=6g'¢"(g"yY~'gg*  (111)  (HR pour j = 1)
= G2G*G72(G*)Y 2G(G*)* (111) (HR pour j =1)

= GIG*G(G*) (HR pour j = 1)
= G/GG*(G*)  (HR pour j = 1)
= GGG (g% (111)
=G'G(g’g)*  (111)

_ gj+1(gj+1)*‘

Regardons maintenant la norme spectrale de G, _. Puisque les puissances itérées de Gy, ; sont
b
normales, on a :

|9

.= p(gi;»

ax(|A : A € Sp(F}, )
= max(| I X eSp(@
= max(|\J : A € Sp(G
= (max(|\| : A € Sp(G
= p(Gnr)’
< (14 Cot)’ par ’hypothese (110)

< (e“oT)) par 'inégalité 1 4+ = < e” pour tout x € R
— eCoTj

)
h'r)
)
)

h,
h

Cot]’

< T —. ¢ (celui de la Proposition 3.221).

On a donc la stabilité.

1 < v B =4
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Montrons maintenant I'implication réciproque, c’est-a-dire que la stabilité implique I'inégalité
(110) sur le rayon spectral de la matrice d’itération G, . Supposons que le schéma soit stable,
c’est-a-dire, a la vue de la Proposition 3.22, qu’il existe une constante C' telle que

|9

. < C, pour tout j € [1,M + 1].

En supposant que 7" est un multiple de 7, c’est-a-dire T = (M + 1)7 (autrement on peut toujours
ajuster T' pour que ce soit le cas), ona M +1=T/1, et ‘Hgé‘/{rﬂmh <C.

Dans la fin de la preuve de 'implication réciproque, on a déja montré que ’Hg,ﬁ”jl ‘Hh = p(Gp )M
Par conséquent, on a
p(Gnr)T < C,

et donc
p(Gnr) < CTT =2 g(7), (112)
avec
[0,7] — R,
g {t — T = exp (#InC).
En calculant directement, on peut voir que ¢” > 0 sur [0,7] (donc g est convexe sur [0,77]), et

que g(0) =1 et g(T) = C. Par conséquent, par convexité, le graphe de g est situé sous la droite
reliant les points (0,1) et (T, C), autrement dit, on a

Cc-1
g(t) <1+ Tt, pour tout ¢ € [0, 7.
En particulier, pour ¢ = 7, on obtient
Cc-1
g(t) <1+ 7. (113)
——
=:Co>0

Noter qu’on peut toujours prendre C' > 1, quitte & redéfinir Cpe,y = max(C, 1) si nécessaire.

Ainsi, en réunissant (112) et (113), on obtient la majoration du rayon spectral de Gy, » suivante :
p(Gnr) < 9(1) <14 Cor,

c’est-a-dire, exactement (110). O

Corollaire 3.29 (Critere spectral suffisant de stabilité). En conséquence de la Proposi-
tion 3.28,

(0(Ghr) < 1] = [le schéma itératif (91) avec Gy » normale est stable pour la norme ||-||] .

Le corollaire précédent fournit une condition suffisante particulierement commode :
p(Gnr) <1 = stabilité pour la norme ||-||p.

Dans les applications qui suivent, cette condition suffira pour conclure. On prendra garde a ne
pas la présenter comme une condition nécessaire en général : le critére nécessaire et suffisant reste
celui de la Proposition 3.28, a savoir

p(Gnr) <14 Cor.

1 < v B =4
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Lemme 3.30 (Eléments propres du moins-Laplacien discret). Les éléments propres (A, Uk;)]kvzl
de la matrice du (moins) Laplacien Ay, définie par (23) sont donnés, pour leur valeurs propres

A € R, par
4 o (kmh
ne= g (7).

et pour leurs vecteurs propres v, € RV, par

Vo = sin(kmwh ¢) = V2h sin(kmh (), pour tout £ € 1, N].

N+1

Remarque 3.31. Ce lemme donne une preuve directe du caractére défini positif de la matrice Ay,
dont on a donné une preuve plus algébrique dans le premier chapitre sur I’équation de Poisson—cf.
la Proposition 2.11.

La preuve du Lemme 3.30 consiste simplement & vérifier que les vecteurs propres vj, satisfont
I’équation aux valeurs propres Apvy = Apvi pour les valeurs propres A\ données. Ce point est
laissé en exercice a la lectrice ou au lecteur.

Application au schéma explicite (69). Rappelons le schéma explicite pour I’équation de la
chaleur (69) :

W = — T AR + T pour tout j € [0, M], (114)
équivalent a
W= (T —1Ap)ul +7 b pour tout j € [0, M], (115)
=:Gh, :;B{L i

a imaginer sous la forme du schéma itératif général (91), a savoir

- A .
Wt = Gn vl + TB{M_.

Ici la matrice d’itération Gy, » est donnée par

1-25 5 0 0 0
no1-25 5 0 0
0 no1-25 5 0
Gnr =T —7Ap = 0 0 L 1-24
0 0 0 L 125

est réelle et symétrique, donc normale—cf. les cinq premiers points de Rappel 3.27. On est donc
dans le bon cadre pour appliquer les résultats établis plus haut.

Comme Gy, , = I — T Ay, cette matrice admet les mémes vecteurs propres que Ay, et ses valeurs
propres sont

pr =1 —7Ag, pour tout k € [1, N], (116)

ou les A\, sont les valeurs propres de Aj, données dans le Lemme 3.30.

D’apres la Proposition 3.28, une condition suffisante commode de stabilité est

p(gh,r> <1

3 < v B =4
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Comme Gy, , est symétrique, cette condition équivaut a

p(Ghr) <1 <= |ug| <1, pour tout k € [1, N]

— —-1<1—-7), <1, pour tout k € [1, N]
— 0< 7N <2, pour tout k € [1, N]
— <7< ———.

>\max<Ah)

Or

h2

La condition spectrale exacte p(Gp ) < 1 s’écrit donc

4 h
)\max(Ah) = AN = 5 COSZ (Tr) .

2
bere M
2(m
2 cos (7)
En particulier, la condition CFL plus simple

h2
T< —
-2

est suffisante pour tout N et redonne la condition obtenue précédemment en norme ||| co-

Application au schéma implicite (84). Rappelons le schéma implicite pour ’équation de la
chaleur (84) :

W = — AT+ Tb]+1 pour tout j € [0, M], (117)
équivalent a
Wt = (T +7A4,) Y 1 (T +74)" 1b{l+1, pour tout j € [0, M], (118)
—_——
=Gn.r ::Bib T

a imaginer sous la forme du schéma itératif général (91), & savoir

W =Gy ul + TB,JW

Proposition 3.32 (Stabilité inconditionnelle du schéma implicite (118)). Le schéma d’Euler
implicite (118) pour l’équation de la chaleur avec conditions aux limites de Dirichlet est stable,
pour tout pas d’espace h € (0,1) et tout pas de temps T € (0,T).

Preuve de la Proposition 3.32. On a déja montré précédemment que la matrice I + 7Ay, est
réelle, symétrique et définie positive, donc inversible. Comme Apvi = Axvg, on a

(I + TAh)’Uk = (1 + T)\k)vk
Les valeurs propres de son inverse Gp, » = (I + TAh)*l sont donc
1 1

1+T)\k 1—|—4hzs1n (%)7

e = pour tout k € [1, NJ.

Comme A\, > 0, on a
0<m <1, pour tout k € [1, NJ.

1 < v R© =4
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Ainsi,
p(gh,T) <1

sans aucune condition liant les pas h et 7. Le Corollaire 3.29 permet donc de conclure & la stabilité,
sans condition de type CFL : le schéma est inconditionnellement stable. O

Remarque 3.33 (Consistance en norme ||+||5). On pourra remarquer que l'on a

déf
% = Al

N
= thf
i=1

N
<hy el
i=1

= hN |||,
N

N +1
< J|z)|Z-

1%

En conséquence,

zlln < ll#floo

pour tout vecteur x € RN, et donc la consistance en norme |I[lcc mplique la consistance en
norme ||+||n, et 'ordre de consistance en norme |+|| est au moins celui en norme ||+||cc—cf. la
Proposition 3.17 sur la consistance en norme ||+||c du schéma implicite.

La précédente remarque aboutit a la proposition suivante, qui est une réplique quasiment identique
de la Proposition 3.17, mais pour la norme |||, cette fois.

Proposition 3.34 (Consistance du schéma implicite en norme [|-||). Siu € C?([0, T]; C*(]0,1]))
est une solution de (54), alors le schéma (83) est consistant, d’ordre 1 en temps et d’ordre 2
en espace pour la norme ||+||.

Plus précisément, on a l’estimation

. h2
max |2 (w)|lh < —  sup
jefo,M] | bt (wl 12 10,17%[0,1]

Pu
ot?

o
Ozt

T sup . (119)

+ —
2 [0,17x[0,1]

On peut maintenant appliquer le Théoreme de Lax-Richtmyer :

Proposition 3.35 (Convergence du schéma implicite en norme ||+||5).
Siu € C%([0,T); C*([0,1])) est une solution de (54), alors le schéma (83) est convergent pour
la norme ||+||p, d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en temps :

jeﬂrorflz\%zlx—s—l]] 1w — mhu(t;)||n < Cje[[rll}%/lxﬁ-l]] ||5?m(u)||h (stabilité?)
h? vl T 0%u

<C|=—= sup |==|+= sup |=5 consistance—cf. (119)).

(12 0.71x[01] |02t 2 o.1]x(0.1] | OF2 ( )

3voir (98)-(99) dans la preuve du Théoreme de Lax-Richtmyer.
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Qu’en est-il de la convergence en norme |-/ ? On pourra remarquer que l’on a,

2
2 def 4
lzll5 = (ig[[%w)

= max |z
1€[1,N]

N
<>l

=1
= =13

1 2
= 2 llllz-

Ainsi, on obtient 'inégalité

[2]loo <

1
=< ﬁHxHh, (120)

pour tout vecteur z € RV,

En conséquence, on trouve

. 1 .
max | — mpu(t;)|eo < T jeiax v — mpult)||n

JE€[0,M+1] h jelo,M+1]
= VR \12 01x[0,1] |92t 2 0.17x[0,1] | OF?
_o(P? o [y T g [P
12 (0.17x[0,1] |97 2v/h (o1)x[0] | Ot |)

On voit notamment que la convergence en norme ||-||» est plus lente que celle en norme |||,

avec un facteur ﬁ Pire encore : si h tend vers 0 plus vite que 7, le controle sur I'erreur en norme

I]lcc Peut devenir trés mauvais.

Cependant, bien que ce contrdle en norme ||+|| soit a priori plus mauvais que celui en norme
[|-l|n, la régularité des problémes discrets et continus fait que les valeurs ponctuelles des ;] restent
du méme ordre de grandeur, de sorte que l’erreur en norme ||-||» se comporte finalement de
maniere analogue a celle en norme ||+||,. Ce point sera illustré dans la fiche de TP 2.

Remarque 3.36 (Constater rapidement un ordre de convergence numériquement). Si, pour un
schéma numérique, on a, formellement,

Erreur (h,7) ~ Ch® + Dr,

alors,

e pour T fixé proche de 0, si h est divisé par 10, l’erreur est supposée étre divisée par 100
(puisque lerreur est d’ordre h?);

e de méme, pour h fixé proche de 0, si T est divisé par 10, l’erreur est supposée étre divisée par
10 (puisque Uerreur est d’ordre T ).

Pour mettre ce phénomeéne pleinement en évidence, on fixe proche de zéro un des deux parameétres
(h ou 7) et on fait varier lautre sur une plage de valeurs suffisamment large—eg. h fixé et
7€ {1071,1072,1073,1074}, ou 7 fizé et h € {1071,1072,1073,1074}.

1 < v RR =4
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On peut alors tracer le graphe log(Erreur) en fonction de log(h) (si on fait varier h) ou de log(T)
(si on fait varier T). En effet, on a :

=Y
—_—~
log(Erreur) = log(Ch? + D19)
~ log(ChP) siT est fixé petit—continuité du logarithme
= log(C) + plog(h) .
——
=X
On trouve que le graphe log(Erreur) en fonction de log(h) est approzimativement une droite de
pente p :' Y =log(C) + pX.

11 suffit alors de faire une régression linéaire sur cette droite pour estimer la pente p, ce qui permet
de déterminer l’ordre de convergence par rapport da h.

4 Equation de transport

5 Equation des ondes
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Liste de questions de cours

Cette liste rassemble les principales questions de cours a maitriser pour le controle. Une
question pourra étre posée telle quelle, partiellement, ou sous une forme légerement reformu-
lée. Les questions portant sur des points qui n’auront pas été abordés en cours
seront comptabilisées comme points bonus.

. Equation de Poisson et différences finies

P1.
P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

pPr.

Ps8.

Enoncer le probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet (11).

Enoncer la Proposition 2.2 sur le caractere bien posé du probleme de Poisson avec source
continue par morceaux et conditions de Dirichlet. Retrouver la formule explicite de la solution
en intégrant deux fois ’équation. Démonstration a connaitre.

A partir d’un maillage uniforme de [0, 1], définir le pas h, les points z; et le vecteur inconnu y,.
Retrouver par développements de Taylor 'approximation centrée de u”(z;), puis en déduire
le schéma scalaire et le systeme matriciel

Apup = by,

approximant 1’équation de Poisson avec conditions de Dirichlet non homogenes. Expliciter le
traitement de la premiére et de la derniére lignes du systéme, et distinguer les objets u, mp,(u)
et up—woir la Section 2.2, jusqu’a (23).

Enoncer et démontrer la Proposition 2.11 : la matrice Ay, est symétrique définie positive,
donc inversible. Il faut notamment savoir établir

1 N-1
2T Apx = 3 (:L‘% + Z (25 — Tip1)? + w%) .
i=1

Démonstration a connaitre.

Définir les erreurs de consistance et de convergence du schéma de Poisson, ainsi que les notions
d’ordre de consistance et d’ordre de convergence—uvoir les Définition 2.14 et Définition 2.21.

Enoncer et démontrer la Proposition 2.19. Retrouver, a Paide de développements de Taylor—
Lagrange a ’ordre quatre,

2

h
len(w)llos < 5 sup ().
z€[0,1]

Préciser dans quel cas le schéma est exactement consistant—voir la Remarque 2.20 pour ce
point. Démonstration a connaitre.

Définir la norme matricielle subordonnée a une norme vectorielle et établir la relation
en(u) = Ap en(u).

Expliquer comment la stabilité du schéma et sa consistance permettent de contréler I'erreur

de convergence—uvoir [’"Aparté 2.22 et (31)-(35).

Enoncer et démontrer le principe du maximum discret (Lemme 2.25). En déduire que tous
les coefficients de Aﬁl sont positifs ou nuls—voir (46)-(49) pour ce point. Démonstration a
connaitre.
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2.

Equation de la chaleur : probléme continu et schémas

C1.

C2.

C3.

C4.

Cs.

Ceé.

Ecrire intégralement le probléme de la chaleur avec donnée initiale, conditions de Dirichlet
non homogenes et terme source (54).

Dans le cas homogene f =0 et ug = uq = 0, établir la décroissance de 1'énergie

B(t) = llu(t, ) Z2(0,1)-

En déduire 'unicité de la solution du probléme de la chaleur en considérant la différence de
deux solutions—woir la Proposition 3./, (2-3). Démonstration a connaitre.

Définir le maillage espace—temps et les indices correspondant aux points intérieurs, aux
valeurs de bord, a la donnée initiale et aux itérations en temps. Retrouver les schémas d’Euler
explicite et implicite, sous forme scalaire puis matricielle, et expliquer la différence entre un
schéma explicite et un schéma implicite—wvoir la Section 3.2.

Enoncer et démontrer la Proposition 3.11 sur la stabilité du schéma explicite. Faire apparaitre
la condition CFL
-
h?
en écrivant le schéma sous la forme d’une combinaison convexe. Expliquer enfin quelle
contrainte un raffinement A — h/10 impose sur le pas de temps 7. Démonstration a
connaitre.

<

N | =

Donner les avantages et inconvénients respectifs des schémas d’Euler explicite et implicite, en
termes de cotit & chaque itération, de stabilité et de contraintes sur les pas h et T—wvoir le
Point de vigilance 3.7, la Proposition 3.11 et la Proposition 3.32.

Interpréter concrétement le fait que 'erreur de convergence pour la norme ||-||;, soit d’ordre
Oh? +71),
c’est-a-dire qu’elle satisfasse une estimation de la forme

J_ ) < 2
pomas w? = mu(ty) | < € (W 4 7).

ou C est indépendante de h et de 7.

Expliquer l'effet attendu sur 'erreur :

— lorsque h est divisé par 10, dans un régime ou 7 < h?;
— lorsque 7 est divisé par 10, dans un régime ot h? < 7.

Expliquer enfin comment ces ordres peuvent étre mis en évidence numériquement. Voir d
partir de la Proposition 3.35 jusqu’a la Remarque 3.36.

3. Théoreme de Lax—Richtmyer et applications

S1.

Pour un schéma linéaire itératif de la forme
- . .
Wt = Gn vl + TBfM,

énoncer la définition de la stabilité sur [0, T]. Préciser que les constantes de stabilité peuvent
dépendre de T', mais doivent étre indépendantes de h, de 7 et du nombre d’itérations M—uvoir
(91) et la Définition 3.18.
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S2.

S3.

Enoncer le Théoreme 3.19 de LaxRichtmyer, avec ses hypotheses. Démontrer I'implication
utile
stabilité 4 consistance = convergence

en introduisant 'erreur de convergence et en écrivant le schéma itératif qu’elle satisfait.
Démonstration a connaitre.

Pour la norme discrete (106) :

N 1/2
[vlln = (hz |Ui!2> ,
=1

énoncer le critere spectral suffisant
p(Gn,r) <1

de stabilité pour le schéma itératif général (91) lorsque la matrice d’itération Gy, , est normale—
cf. le Corollaire 3.29. En admettant que les valeurs propres du moins-Laplacien Dirichlet
discret sur (0, 1) sont

4 kmh
M\ = — sin? <) (seront données si cette question tombe),

appliquer ce critére aux schémas d’Euler explicites et implicites pour ’équation de la chaleur
afin de :

— retrouver la condition suffisante (CFL)

<

N =

-
h?

pour la stabilité du schéma explicite ;
— montrer que le schéma implicite est inconditionnellement stable.

Voir a partir du Lemme 3.30, jusqu’a la Proposition 3.32.
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