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On s'intéresse à s'inatio
entupideypop
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N s quasimentpartout dans le cours
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I.fi
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Taill Nim
pop

Évolution temporelle de f t 4 ta ᵗ

ou simplement f tX too H

Émergence de phénomènes collectifs 
en dynamique des populations

Chapitre 1 : EDO



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Notes X II f fonction de croissanie

DÉF EDO autonome On dit que s est AUTONOME si f ne dépendque
de X ie f t X afait f X

ez XIH.MEPa tonom e X X

14 si_ t 1H pas
autonome Slt sin fX2

Dans la suite toutes les EDO sont autonomes analyse facileg

glx tso 2

X o.tl 1 it solution in 21 si X différentiable in XMSixth Heat

Notes la régularitéde X X hérite de la régularitéde8

sxleelo.tl xeelo.tl c état

Bootstrap a l'argument Ê xeé

1 CARACTÈRE BIEN POSÉ

a Pour que soit bien posé solution il faut la munir d'une

donne initial En effet TFA XIU ff 1 f414
ds

àfixer pour l'onisitif

E 81 1 tso
Problème d Cauchy31

Xd Y



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

DÉF Soltion maximale ODQ IX OT est une solution maximaledu psde

Cauchy 3 si LEHI IEEE ILY Et maximalité

si Î x ̅ vérifie aussi cal oh al alns NÉCESSAIREMENT ICI

T rprésent le tempsdevie maximal à la solution

DÉF f Lipschitzienne Soient NS a I ouvert de IRNet g r IR

ODQ f est Lipschitzienne hip par rapport à la 0 ou simplement l lip si

six six l X Y X Yen

Rq g le p ED g L lp si 27e

Rq g a lip ED sec

DÉF f localementlipschitzienne Sous leshyp précédentes f estloclip s R si

X ER l la et un usinage ouvert V de Xo ta

ftp V IR est l lip

lip eclip clair



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ey g slip

se III nep

83 pas lipmais leclip

Su I ni lip ni laclip

Si lis tes

CS pourêtre lip

fee f loilip ED secᵒ

JE ê

ieknz.ox.gs.me
ED Slis

H CAUIHY LIPSCHITZ Soient NSI R ouvert le IR fin IR

Si 9 est luilip s r alors X Eh lepsde Cauchy 3 admit une

unique solutionmaximale I X partant de la donnéeXo

Rq On dire par abus de langage que X est la
solution dups

de Cauchy et non I X

un J
Sous les hyp du th de cL on a ftl donc te

Les trajectoires des solutions ne se croisent pas i.si IsXnet IeXe
sont deux solutions de 2 alors

t Inn Ie tg Xslt Xlll Is Xa Ia Xa



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

En dimension N s le noncroisement des trois donne un principe de
comparaison

IX x ̅ IIH.CI H KEI

IDÉE DE PREUVE DU TH DE CAUCHY LIPSCHITZ

Existence On passe au formalisme mild on intègre l'EDO de
5 0 à s t

H o f SIXd ds
Y.FM

Donc on cherche tel que ie un point fixepour

Pourça on cherche à appliquer le TH du pointfini deBanach

TH Ptfine d Banach Soit un Banach et X DX
Si en contractant fin l lip avea le 1 alors
Xe X tg n 0h

PREUVE n mo est de Cauchy

Il fautdonc choisir le domaine de déf celaÏ Ï l'app suff
Restreint

pour que soit contraitante s ce dernier

Puisque f a priori
seulement laclip on ne peutpasespérer

que suit contractant s tout C O T

Pour la on prend pour
suffpetit XECC.to ta t.yf.pl14X.ke

Alors X d à d XY p X Y est un en complet et

X est contraitante si on prend To Lp X



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Par application du point fin deBanach on a d'une solution mild

OT X C PIR C 0T

E fait on n'apour lemoment qu'on solution mild en intégrant l'EDO
on ne demande plus de différentiabilité q X

Cela dit dans le contente des EDO mill classiq
Noter quecela n'estplus vrai en dimensioninfinie

Enfin il faut montrer qu'on a bien l'unicité de notre solution sur tout
Catel il y a un risqued'avoir une autresol dans C OT

Pour i la on prend EX et Y Eclate IX den solutions

et on not to sup telo.to tqXCH Y r

En réappliquant la th dupointfini en partant de t pour te r

on montre qu'enfait 5 0 petit la Y s to tots in qui contredit lamani
matitéde t

Pour avoir la solution maximale on itim leprocessus

t o t Ts

a a

Cal ETC

on a msn.tn Iiammane I.IT
On définit alors o T X la solution maximal obtenue



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

TH d'explosion en temps fini Lorsque R R sous leshypdu Tlt de CavityLip
si OTI X en l'unique solutionmaximal donnée par le TIO alors

ou sien Tct et dans ce cas ftp XH o

ou bien T t

Idée depreuve Si X n'apas explosé en tt alors on réapplique le TH
dupoint fin pourmontrerque la solutionpeutêtreprolongée cequicontredit la maximalité

d T

TH CauchyLipschitz global Sous leshyp du TH de CauchyLipschitz si

de plus f est globalement lip alors la solutionmaximale dupsde Cauchy 3
et en faitglobale in T a

Idée d preuve

Risque

Quand 8estgliblip fasériediverse



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 ÉTUDE DES SOLUTIONS EDO SCALAIRES ie N I

DÉF Pointd'équilibre ODQXEE.IR est un équilibrede l'EDO 2 si f E 0

Si X Xp alon la solutionest globale et t XE FOREVER

Conséquente Par CauchyLip lestrajne se croisent pas donc leséquilibres

sont des dariions pour les solutions XoCXE ED XIXE s I

X XE ED XIXE s I

Une applicationdirecte

a x tu

d X E 0,1

On a fX X 1 X est loclip pasglobalement car X le tent
pentu lorsque X

sol manimal 0,4 X

On Xp O et x ̅ L sont des équilibres
Comm X 0,1 on a XE4X4 LÀ te o T

Donc donné don TH l'enplosionen temps fini T to

E mm1 x ̅

ÉTÉ
Nitin a si f est laclip et admit leséquilibres isolés alors f a un

signeentre chaque paire d'équilibres successifs



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dons entrechaque pain d'eq
succesifs ou bien et ou vers

ou bien et ouvers F01

DÉF Stabilité d'unéquilion

Si E ta Keeloial 70 0 ta IX XE c ED IXHXEKE.VE

ODQ XE estSTABLE les solutions proches restent proches

Si Xo est stable et qe i per 343 ta IX XE c ED XM X

ODQ XE est ASYMPTOTIQUEMENT STABLE les solutions proches
convergent

Si Xi n'est pas stable ODQ XE est install

CRITÈRE DE STABILITÉ EN DIMENSION N 18

j E 0 Xe instable

j'Kelso xest.sk

Eemplevisuel avec une pig p pp
ÎÎ ÎÎ Î la J'mEmmphu

points

ASCX équilibres

ü üï E ïïï E
Nov f E 0 ni de n aucune info cas dégénéré

es X X XE o estinstable

À X µ XE O est STABLE



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Méthodede séparationdes variables fontionneégalmntpour là
Si Xo est un équilibre alors X X Forever

Si Xo n'est pas un équilibre alors f XH 0 t.CI donc on peutdiviser

Xu
gyu

t on intime f ds t a

Imaginons qu'on connaisse une primitive de z Ça qu'on note 931

Dans ce cas Xlsx Ils à xls 91 41
dérivéed'une composition

Alors en reprenant 4 il vient

Plush ds t donc P XE PXo t et pourpeuqu'on

sache inverser 9 XH P Px t

situaient
lag int lagfx t

V Xet solglos pasde surprise puisque

f X X gloslip

x ̅ X YÉds t ds t

ED

ID XV expeu entempsfinit



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

À_NI ED EDS NX d et
DANGER

ID NXM NI t
fif
r I.im
Que se passet il pour X o le point où f n'estpas lip

Nô O donc est un équilism don X O solution

Par 5 H E solution onpeuvinifierare

ça yo xp fini ça y
est aussi solution

On a une infinité nondénombrable desolutions

MORALE f pas lip D


