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Exercice 1. On dispose des poids nets en sucre (en kilogrammes) de 200 boites de sucre
d’une méme marque prélevées au hasard : x1,...,Togo. On a ainsi obtenu :

T+ o Tyg0 = 198 et a3 + ... + x5, = 220.

(1) Donner un intervalle de confiance de probabilité de confiance = 0,99 pour le poids
net moyen en sucre des boites de cette marque.

(2) Que représente la probabilité de confiance 5 = 0,99 de cet intervalle de confiance.

6.3. Le théoréme central limite
A> Théoréme 6.4. Soient n v.a. Xi,...,X,, indépendantes et de méme loi d’espérance m = E[X}]
et admettant une variance Var(X1).
Sin est assez grand, alors, la variable Y donnée par :
v Vn <X1+'”+X”—E[Xl]> :X1+A..+ann,]E[Xl]
Var(Xy) n nVar(Xq)
suit approzimativement une loi normale N'(0,1),
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Exercice 2 (Second tour). Sur 1600 personnes interrogées, 816 affirment qu’elles voteront
pour le candidat A. Donner un intervalle de confiance pour la proportion de personnes votant
pour le candidat A de probabilité de confiance 0,90. Idem pour la probabilité de confiance

0,99.
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Exercice 3. On réalise des mesures de hauteurs d’arbres dans une forét sur un échantillon
de 12 arbres. On suppose que ces hauteurs sont distribuées selon une loi normale de moyenne
et de variance inconnues. Les résultats sont répertoriés dans le tableau suivant:

20.4 | 25.4 | 25.6/| 25.6| 26.6 | 28.6
28.71 29 |29.8| 30.5|30.9| 31.1

Donner un intervalle de confiance de probabilité de confiance 95% pour cette hauteur

moyenne.
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6.5. Intervalles de confiance pour de petits échantillons.

Intervalle de confiance pour I’espérance inconnue d’une variable de loi normale
XEX (avec

On utilise ici le fait que pour un échantillon X1, ..., X,, de loi normale, N2 ATy
ar(Xq,....Xn)/(n—

X = Kﬁn—"'x") est de loi de Student-Fisher & (n — 1) degrés de liberté.
Si Xy, ..., X, sont indépendante de méme loi normale, alors I'intervalle de confiance (approché) pour

E[X] de probabilité de confiance 3 est:

X1 +...+ X, Var(Xi, ..., X,) X 4.+ X, Var(Xi, ..., Xn)
! - tuo1(1— B); = + tna(1=B)| |
n vn—1 n vn—1
(4)

avec tp—1(1 — ) tel que P(|t| > tn—1(1—3)) = 1— 3, ot Test une variable aléatoire de Student-Fisher
a (n — 1) degrés de liberté.
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Exercice 4. Sur une parcelle de soja, on a mesuré la hauteur en cm de 100 plantes a l’age
de 6 semaines. Les résultats sont les suivants :

hauteur en cm

36| 37

38

39

40

/1

effectifs

6 |11

206

32

14

11

Donner un intervalle de confiance de probabilité de confiance 95% pour la hauteur moyenne
d’un plant de soja a l’dge de 6 semaines. Méme question avec un intervalle de confiance de

probabilité de confiance 99%.
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Exercice 5. Afin d’évaluer le nombre N d’individus d’une espéce animale vivant sur une ile,
on propose d’adopter la méthode de capture-recapture. Pour cela, on capture 800 individus.
Ces individus sont marqués puis relachés. On note p la proportion de ces individus marqués
dans la population totale. On capture alors ultérieurement de maniére indépendante 1000

individus de [’espéce animale étudiée. On constate que 250 d’entre eux ont été marqués lors
de la premiéere capture.

(1) Quelle relation existe-t-il entre les quantités N et p?
(2) En utilisant les résultats obtenus lors de la deuxieme capture, proposer une estimation
de p ainsi qu’un intervalle de confiance de probabilité de confiance 95% pour p.

(3) En déduire une estimation de N ainsi qu’un intervalle de confiance de probabilité de
confiance 95%.
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Exercice 6. On souhaite tester si le poids net moyen en sucre de boites d’une certaine
marque est bien d’un kilogramme comme indiqué sur l’étiquette. Pour cela, on dispose des
poids nets en sucre (en kilogramme) de 200 boites prélevées au hasard : xi,...,x200. On a
ainsi obtenu :
T+ ..+ Togo = 198 et T+ ... + 23, = 220.
Tester au niveau o = 0,05 st le poids net moyen en sucre des boites est bien un kilogramme
(en détaillant bien votre test). Conclure.

7.2.1. Comparaison d’une moyenne observée a une moyenne théorique. Soit n grand. On observe n
réalisations indépendantes x = (1, ..., z,,) d’une variable aléatoire X admettant une espérance et une
variance (inconnues). On se donne une valeur my.

La statistique du test de I’hypothése Hg :E[X] = mg est :

P NG (z1+...+xn —77!0>
\/@”(@) n

Lien avec les intervalles de confiance: Au niveau « €]0, 1[, on accepte Hg si U'intervalle de confiance
de probabilité de confiance 8 = 1 — a contient mg et on rejette sinon (on a ).

7.2.2. Comparaison d’une fréquence observée a une probabilité théorique. On répete n fois (avec n
grand) et de maniére indépendante la méme expérience a deux issues : succes (avec probabilité p
inconnue) ou échec (avec probabilité 1 — p). On se donne un nombre py €]0,1[.

La statistique du test de ’hypothése Hy : p =pg est :

vn _
S = ——=(pn — s
Po(1 = po) (B~ #0)

nombre de bl}cheb observés . proportion ob:

avec p, = servée de succes au cours des n expériences.
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Exercice 7. Dans la population francaise, le pourcentage dindividus dont le sang est de
rhésus négatif est de 15%. Dans un échantillon de 200 personnes appartenant a une région
déterminée, on a observé que 42 personnes sont de rhésus négatif.

Peut-on dire au niveau de test a« = 0,05 que cette région présente un caractere rhésus
particulier?

Méme question avec le niveau de test o = 0,01.

7.2.1. Comparaison d’une moyenne observée a une moyenne théorique. Soit n grand. On observe n
réalisations indépendantes x = (z1, ..., ) d’une variable aléatoire X admettant une espérance et une
variance (inconnues). On se donne une valeur my.

La statistique du test de ’hypothése H :E[X] = m est :

S— Vn 1+ ...+ Ty —m
= - 0 )
\Var(z)

Lien avec les intervalles de confiance: Au niveau « €]0, 1], on accepte Hg si l'intervalle de confiance
de probabilité de confiance 8 = 1 — a contient mq et on rejette sinon (on a ).

7.2.2. Comparaison d’une fréquence observée & une probabilité théorique. On répete n fois (avec n
grand) et de maniere indépendante la méme expérience & deux issues : succes (avec probabilité p
inconnue) ou échec (avec probabilité 1 — p). On se donne un nombre py €]0,1].

La statistique du test de ’hypothése Hy : p = pg est :

S=——" (5 p) .~ N(°,\)

v/Po(1 = po)

avec pp = w la proportion observée de succes au cours des n expériences.
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Exercice 8. Sur 429 440 naissances, on a dénombré 221023 gar¢ons. La proportion de
garcons est-elle compatible avec l’hypothése d’équiprobabilité de naissance des gar¢ons et des
filles au niveau o = 0,057
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Exercice 9. Dans un échantillon de 100 sujets extraits d’une population, on mesure le
rythme cardiaque avant (noté X ) et aprés (noté 'Y ) ladministration d’un médicament.

X1+ ...+ T = 7983, Y1+ ... + Y00 = 8210, (%’1)2 + ...+ (.’1?100)2 = 6676007
(1) + ... + (y100)? = 731160, 21 X Y3 + ... + T100Y100 = 689900.

Peut-on considérer au niweau o = 0,05 que le médicament a une action sur le rythme
cardiaque.
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7.2.3. Egalité de moyennes pour des séries statistiques appariées. On dispose de deux séries de mesures
x = (x1,....,2,) €t y = (y1, ..., yn) effectuées sur n individus (choisis de maniére indépendante, avec n
grand): pour l'individu numéro i, on a effectué les mesures x; et y; (correspondant par exemple a des
mesures respectivement avant et aprés traitement). On suppose que les (z,y;) sont des réalisations
indépendantes d'un couple de variables aléatoires (X,Y’) admettant toutes deux une espérance et une
variance.

La statistique du test de I’hypothése Hy : E[X]| =E[Y] est :

<= Jn (xl—{—...—i—xn_yl—l—...—l-yn) ~ J\“"\)
Var(z —y) " "
(ce test revient a tester Hy : E[Z] =0 en posant Z := X —Y), avec
Var(z —y) = Var(z) + Var(y) — 2Cov(x,y) .

Rappelons que

— 2 2 2
Var(z) = (1)* + ... + (xn) B <x1+...+xn> ,
n n

Cov(z,y) = (z1Xy1) +..+(Tn Xyn) @T1+..+2an Uit ety
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Exercice 10. On désire tester l’effet d'une cure d’amaigrissement suivie par 100 patients.
On mesure le poids en kgs x; du i patient avant traitement et son poids y; en kgs aprés
traitement.

24+ (56100)

1+ ...+ Z100 ! Y1+ ... + Y100
=77,11 = 67,4 = 47,
) R 5 ST
(yl) + + (yloo) 4588 621 r13/1 + + T1003!100 _ 5243 45.
100 100

(1) Peut-on considérer au niveau de test o = 0,05 que la cure d’amaigrissement a eu un
effet sur le poids en moyenne? et au niveau o = 0,107

(2) Peut-on considérer au niveau o = 0,05 qu’il y a eu perte de poids en moyenne?

(3) Donner un intervalle de confiance de probabilité de confiance 0,99 pour la perte
moyenne de poids résultant de la cure d’amaigrissement.

Vo (6 V) = Vel () sV (1) - 2Cor (1)
= (055w - (73, N)" 4 L5848 (- (49,»\’)1

_ o[ mnamr- 730, @,\«]

- QD06
\ ©
— [7? - CJ,\X <\l 1w
Al('z,v)\ ) m...,..-w-w

/\B EWQV Qe L’s CUpc 2N 9\‘ {)\iAS mo\suv\g (\Ics\/ é(QaE;PH&\

o= \)‘56 = Qc'ht\/ Ae H.
9
Aae = hENE D Rev 1 W,

2\ EWU M Yo Cone 1 QQ Qm‘z 0 ()b]a\u ({_“\ U“-‘Q“\r"R'&>

|2



E N oe EM- L)

N T EC)> ED)

o0

5%

¥
N
S

) )
o\_')o = ]/ RIS S

9
9
N

il

Lb D (\Ya¥3 o~ N\¢ c\«‘ \\U e~ \e¢ '-\Q e\u. f\-cl\'\(:l«\-w?ﬁ de 5 a/. )

Q



