1. (x) Pour chacune des fonctions définies ci-dessous, préciser 'ensemble sur lequel la fonction est définie,
celui sur lequel la fonction est dérivable puis déterminer la fonction dérivée.

X ~ -1 L Vx2+2-1
filx) = E( sin(lnx) —cos(Inx))  fo(x) = eXp(m) fs(x)=In ViZi2+1

falx) = X% f5(x) = arcsin(x? — 1) fe(x) = arctan (fi) .
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2. (%) On considere les fonctions f:R* — Ret g:[—1,1] — R définies par:
1
f(x) = arctan(x) + arctan (—) g(x) = arcsin(x) + arccos(x) .
x

(a) Ftudier les dérivées des fonctions f et g sur leur ensemble de définition.

(b) En déduire les formules suivantes :

T .
—— s x<0,
1 2
arctan(x) + arctan(—) =
X Y .
E si x>0.

/4
arcsin(x) + arccos(x) = E pour tout x € [—1,1].
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3. (%) Soit f la fonction définie pour x € D = [-1,0[U]0, +oo[ par f(x) =

(a) Montrer que f admet un prolongement par continuité f a[-1,+ool.
(b) Montrer que f est dérivable en 0 et calculer f(0).

(c) f est-elle de classe €' sur]—1,+oo[?
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4. Soit f: R — R une fonction dérivable telle que thP f(x)=+ccet xlim f(x) = +oo. Montrer qu'’il existe
—+00 ——00
ceRtel que f'(c) =0.
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5. (%) Pour a > 0, on considere la fonction f :]0,1] — R, définie par f(x) = x*In x. Montrer que n]l(i)rhf(x)
xe|0,

et rr%ax f(x) existent et les calculer.
x€]0







6. () Montrer que la fonction f: [0,1] — R définie par f(x) = e+2
X

valle [0, 1].

X

admet un unique point fixe sur I'inter-










7. (x) Montrer les inégaliés suivantes :
(@ l+x<e*<1+xe* pourtout x>0.

(b) sinx < x pourtout x>0.




o N &) D
e 3
Cnoitsswnyt  SOR \R 4 :

L’)Sl “)Tr 0\9095 e @ Sy A bﬂ){&(‘ﬂ‘-( "

J
Lo Y. =t (O;TF)) N (3051:

AQON L'('yu\: cos (M)-A o o~ « [k‘ (MS"‘} (-:)[ma(v\) >A:X

‘-\k'y\) 5 S (’)t) - N

\_N\_,/ : ‘\
re T,; p’CSV Sﬁmmis Veos




(")




8. (x) Soit I c R un intervalle ouvert, f: I — R une fonction et L = 0 une constante.

(a) (Fonctions lipschitziennes). On suppose que f est dérivable sur I. Montrer que f est une fonction
L-lipschitzienne, c’est-a-dire qu’elle satisfait la propriété

f)-fWI<Lix=yl Y(xyel,
si et seulement si | f'(x)| < L pour tout x € I.
(b) On suppose qu'il existe a > 1 tel que
If) - fWI<Lix-y% Vxyel.

Montrer que la fonction f est constante.
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9. Soit f: [0,1] — R une fonction de classe C! vérifiant f(0)=0et f(1) = 1. Démontrer que pour tout n =1,
il existe 0 < x1 < xp < ... < X, < 1 vérifiant f'(x)) +..... + f'(x) = n.
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10. (x) Calculer les dérivées d’ordre n, pour n € N, des fonctions suivantes :

fx)=x*A+x)" gx) = +1)e”.










11. Soitf : R — Rune fonction de classe C? sur R. On suppose que f s’annule en trois points distincts a, b, c,
aveca<b<c.

(a) Montrer qu'il existe deux réels d et e, avec d €]a, b[,e €]b, c[ et f'(d) = f'(e) = 0.

(b) Montrer que f” s’annule en au moins un point de R.







12. (x) Soient n = 1 un entier naturel et g : R — R une fonction de classe C" sur R. On suppose que g
s’annule en n+ 1 points distincts a; < ..... < a,.1. Montrer que la dérivée n-eme g""” s’annule au moins une
fois sur R.







13. Soit P un polynéme de degré n a coefficients réels qui possede n racines réelles distinctes. Montrer que
P’ admet n — 1 racines distinctes.
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14. (%) Rappeler la regle de L'Hopital et 'appliquer pour déterminer les limites suivantes.
B +2x*-x-2

x2—4 '
_V2x?+1-3

(b) Lalimite quand x tend vers 2 de f(x) = 74
x f—

InQl+x)—x
x? )

(a) Lalimite quand x tend vers -2 de f(x) =

(c) Lalimite quand x tend vers 0 de f(x) =










15. (x) On considere la suite (1) ,en définie par :
up€ [0,3],
{ Ups1=3(@4-ul) VYneN.
(a) Montrer que uj, € [0, 3] pour tout n2 € N.

(b) Si (u,)nen €tait convergente, quelle serait sa limite ¢ 2

(c) Montrer que pour tout n €N, U4 — 4| < glun — /| et conclure que (u,) ,en cOnverge.
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16. On consideére la fonction f :]1, +oo[— R définie par f (x) =

,;’2 kzkl nk’

xln ~ etlasuite (uy) =2 définie par

(@) Montrer que f est strictement décroissante sur |1, +ool.

(b) Montrer que pour tout entier n =2, on a

1
DD <Iln(In(n+1))-In(lnn) < .

(c) En déduire que la suite (u,) =2 diverge vers +oo lorsque n tend vers +oo.
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17. (%) Soit f : [a, b] — R une fonction continue, dérivable sur ]a, b|, et vérifiant f(a) = f(b) = 0. Soit d €
R\[a, b]. Montrer qu'il existe une tangente a la courbe représentative de f passant par le point (d,0).
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18. (x) En utilisant la fonction f :]1, +oo[— R définie par f(x) = In(In x), montrer que

ln(a+b)2 vVina)(nb) Vab=1.

2
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19. (%) Soit f : R — R une fonction de classe C! satisfaisant la propriété

(@) (fof)(x)=§+3 VXeR.

—M+3.
2

x
(a) Montrer que pour tout x € R, on a f(z + 3) =

(b) Montrer que la fonction f” est constante. [On pourra considérer la suite (u,) définie par récurrence
en posant uy = x et Up1 = 5 +3.]

(c) Trouver toutes les fonctions f vérifiant la propriété (22).
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20. Démonstration de la regle de UHoépital. Soient f, g : [a, b] — R deux fonctions continues sur [a, b]
(a < b) et dérivables sur ] a, b[. On suppose que g'(x) # 0 pour tout x €]a, bl.

(a) Montrer que g(x) # g(a) pour tout x €]a, b].

(b) Posons p = QZ;:QZ; et considérons la fonction h(x) = f(x) — pg(x) pour tout x € [a, b].

Montrer que h vérifie les hypothéses du théoreme de Rolle et en déduire qu'’il existe un nombre réel
c€la, bl tel que

f@=-fb) _f'©
gla)—gb) g

!

(c) On suppose que lim =¢,0u¢€R=RU{—00,+00}.

x—b~ g'(x)
Montrer que :
lim —f(x) — /) =/
x—b- g(x) — g(b)

(d) Application : calculer la limite lim arccos(x)

x—1- ,/1_x2 ’













