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Introduction
On s’intéresse ici à l’article Geodesic active contours de

V. Caselles, R. Kimmel et G. Sapiro [1] publié en 1997. Le pro-
blème général que l’on considère se présente ainsi : on cherche
à détecter précisément les contours d’un ou plusieurs objets
disposés sur une image – comme par exemple une tumeur sur
une IRM cérébrale. Pour parvenir à cet objectif, les auteurs
proposent un nouveau modèle construit sur la base du mo-
dèle classique des snakes d’énergie. Ces snakes d’énergie sont
des courbes fermées (au sens géométrique du terme) que l’on
fait évoluer sur l’image jusqu’à ce qu’elles viennent épouser
au mieux le contour des formes que l’on souhaite détecter. Le
contour recherché constitue alors un état stationnaire de la
snake caractérisé par la minimisation (locale) d’une fonction-
nelle d’énergie – d’où le nom « snakes d’énergie ». Le modèle des
snakes d’énergie classique présente cependant certains inconvé-
nients, notamment celui de conserver les propriétés topologiques
de la courbe initiale. Ceci peut être problématique puisqu’en
particulier, le nombre de composantes connexes de la courbe
d’évolution reste identique à celui de la courbe initiale. Ainsi,
si n objets distincts doivent être détectés simultanément sur
l’image, alors la courbe initiale doit nécessairement disposer
d’exactement n composantes connexes pour que la détection
puisse se faire correctement. Le nouveau modèle proposé par
les auteurs n’a pas ce problème. Il repose sur la minimisation
de la longueur d’une courbe dans un certain espace de Riemann
dont la métrique est induite par le contenu de l’image. On dit
que l’on recherche une courbe géodésique.
On commencera dans ce rapport par présenter ce nouveau

modèle introduit par les auteurs, ce qui nous amènera à la
considération d’un problème du type EDP,

condition initiale,
condition aux bords.

La seconde partie de l’exposé consistera alors à énoncer un
théorème d’existence, d’unicité et de stabilité dans le cadre des
solutions de viscosité pour un problème EDP similaire. Suite à
cela, on s’attellera, en admettant l’existence, à montrer l’unicité
et la stabilité données par ce résultat.
Afin de faciliter la lecture de ce rapport et d’amoindrir les

ambiguïtés d’écriture, quelques pages de notation ont été intro-
duites juste après la bibliographie.

Figure F1 – Implémentation numérique du nouveau modèle
proposé par les auteurs sur une IRM cérébrale. On constate que
la tumeur est parfaitement détectée, cette détection peut par
exemple permettre d’en évaluer précisément la surface. (a)

a. Source : Geodesic active contours [1].

1. Présentation du modèle
1.1. Le modèle des snakes d’énergie classique

Prenons comme point de départ les snakes d’énergie classiques.
Soient a et b deux réels positifs, considérons une image de
longueur a et de hauteur b en nuances de gris :

I : [0; a]× [0; b]→ [0; 255] .

On prend C une courbe paramétrée fermée de classe C1 vivant
dans le domaine de l’image, c’est-à-dire que

C est dans C1 ([0; 1]→ [0; a]× [0; b])

et est telle que C (0) = C (1) et C ′ (0) = C ′ (1). On confère à
la courbe C des propriétés physiques de corps déformable en
définissant sa quantité d’énergie,

E (C) =

énergie liée à des forces
mécaniques internes (Eint)︷ ︸︸ ︷

α

∫ 1

0
|C ′ (q)|2 dq + β

∫ 1

0
|C ′′ (q)|2 dq

+λ
∫ 1

0
g (|∇I (C (q))|)2 dq︸ ︷︷ ︸

énergie potentielle d’attraction
liée au contenu de l’image (Eext)

, (1)

où
• α > 0 est le coefficient d’élasticité de C,
• β > 0 est le coefficient de rigidité de C,
• λ > 0 est une constante,
• g : R+ → R+ est une fonction strictement décroissante et

telle que lim
r→+∞

g (r) = 0+.(b)

On appelle alors contour actif (ou snake) toute courbe C qui
minimise son énergie E (C).

Il semble en fait assez intuitif de chercher à minimiser l’énergie
E pour trouver le contour des objets de l’image ; en effet, prenons
pour simplifier l’exemple d’une image 1D en nuance de gris,
I : [0; a]→ [0; 255], c’est-à-dire une suite de pixels horizontaux.
On choisit cet exemple assez naïvement : supposons que l’image
I représente un fond blanc sur lequel on a placé un segment
complètement noir – ce dernier étant l’objet que l’on souhaite
détecter. Comme on pourra le voir sur la figure (F2 ), on constate
que les valeurs de |∇I| sont :
— très faibles sur les zones homogènes de l’image, et
— très fortes sur les contours de l’objet à détecter.
Par conséquent, comme g est strictement décroissante et tend
vers 0, on a

g (|∇I (point d’une zone homogène)|)�
g (|∇I (point de contour)|) ' 0,

b. Dans l’article qu’on étudie ainsi que dans [2], les auteurs prennent
une fonction g à décroissance algébrique : g (|∇I|) :=

(
1 +
∣∣∇Î∣∣p)−1

, où p
vaut 1 ou 2 et Î est une version lissée par filtre gaussien de l’image I. Dans
[3], les auteurs choisissent g à décroissance exponentielle. Il est primordial
que g soit à décroissance relativement rapide comme on le verra plus bas.
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et donc la quantité

Eext = λ

∫ 1

0
g (|∇I (C (q))|) dq

est minimale (et même de contribution presque nulle) lorsque
la courbe C coïncide avec le contour de l’objet à détecter.

Figure F2 – Représentation de l’image I de dimension 1, son
graphe, ainsi que le graphe de la norme de son gradient (ie. le
module de sa dérivée première compte tenu de la dimension).
On remarquera les pics de gradient au niveau des contours de
l’objet à détecter.(c)

Cet exemple 1D étant clos, reprenons notre image 2D initiale
I : [0; a]× [0; b]→ [0; 255].

1.2. Un problème géodésique équivalent
Dans l’article Geodesic active contours, les auteurs décident

de prendre β = 0, on a donc

E (C) = α

∫ 1

0
|C ′ (q)|2 dq + λ

∫ 1

0
g (|∇I (C (q))|)2 dq. (2)

En utilisant le principe de moindre action de Maupertuis et le
principe de Fermat, on parvient à montrer que la recherche d’une
snake, ie. une courbe qui minimise la fonctionnelle d’énergie E,
est équivalente à la recherche d’une courbe géodésique dans un

c. Obtention des courbes avec Scilab.

certain espace de Riemann R dont la métrique est relative à
l’image sur laquelle on travaille.
En prenant sans perdre de généralité 4λα = 1, on trouve

finalement que la longueur d’une courbe C dans ce nouvel
espace de Riemann est donnée par

L (C) =
∫ 1

0
g (|∇I (C (q))|)× |C ′ (q)|dq, (3)

et ainsi, le problème qu’était de minimiser E (C) dans (2) devient
de minimiser L (C) dans (3).

1.3. Approche par une courbe d’évolution

À la vue de ce nouveau problème géodésique équivalent, on se
propose maintenant de prendre une courbe C0 vivant sur notre
image I et de rendre sa forme dépendante du temps. En faisant
évoluer C0 de manière à faire décroître sa longueur le plus
rapidement possible (au sens de la métrique donnée sur l’espace
R), on va chercher à lui trouver une équation d’évolution. On
note à partir d’ici(d)

• C (t) la courbe à l’instant t ≥ 0 (on a donc C (0) = C0),
• C (q, t) la paramétrisation de la courbe C (t) au paramètre
q ∈ [0; 1] et au temps t ≥ 0,

• #»n la normale unitaire intérieure de C,
• κ la courbure de C,
• 〈 · | · 〉 le produit scalaire usuel sur R2.

Enfin, pour alléger les notations, il pourra arriver qu’on écrive
simplement g à la place de g (|∇I (C (q, t))|).

Revenons donc au problème d’évolution. Pour parvenir à faire
décroître le plus rapidement la longueur L (C (t)), on calcule sa
dérivée par rapport au temps, il vient

∂

∂t
L (C (t)) =

∫ 1

0

〈
〈 ∇g | #»n 〉 #»n − gκ #»n

∣∣∣∣ ∂C∂t
〉
×
∣∣∣∣∂C∂q

∣∣∣∣dq.
On cherche à rendre négative et la plus petite possible cette
quantité pour avoir une vitesse de décroissance maximale pour
L (C (t)). Pour cela on doit minimiser le produit scalaire de
l’intégrande ci-dessus ; on trouve ainsi que les vecteurs

∂C

∂t
et 〈 ∇g | #»n 〉 #»n − gκ #»n

sont nécessairement colinéaires et de sens opposé. Autrement
dit on a l’égalité

∂C

∂t
= gκ #»n − 〈 ∇g | #»n 〉 #»n. (4)

Pour une constante c ≥ 0 (e), les auteurs ajoutent également
au modèle d’évolution (4) un terme de force de gonflage donné
par cg #»n qui permet d’améliorer la vitesse de convergence de la
courbe vers son état stationnaire et d’éviter qu’elle ne s’arrête
sur un minimum local de L qui ne correspondrait pas à un
bord de l’objet à détecter. En somme, on trouve l’équation
d’évolution pour la courbe C :

∂C

∂t
= gκ #»n − 〈 ∇g | #»n 〉 #»n + cg #»n, (5)

d. Ces notations sont également répertoriées dans la section Notations
en fin de document.

e. Notons qu’on peut possiblement prendre c = 0.
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avec la condition initiale C (0) = C0. On peut dès lors remar-
quer que l’évolution de C (t) se fait suivant la direction de sa
normale extérieure et à vitesse g · (κ+ c)− 〈 ∇g | #»n 〉 comme
on le montre sur la figure (F3 ).

Figure F3 – Représentation instantanée d’une courbe d’évo-
lution C (t) sur une image cartoon. Le fait que l’image soit
homogène à l’intérieur de l’objet à détecter provoque la nul-
lité du vecteur ∇g = ∇g (|∇I (C (q, t))|), neutralisant alors la
contribution de la deuxième composante de ∂C/∂t dans (5).
Ainsi, la courbe se propage suivant sa direction normale à la
vitesse κ+c. On a représenté respectivement en bleu et en rouge
les zones de forte et faible courbure de C (t) et par la même
occasion les vecteurs de vitesse d’expansion.

1.4. Formulation implicite par lignes de ni-
veaux : idée générale

On va à présent reformuler la relation (5) dans une approche
par lignes de niveaux(f). Cette approche consiste à changer de
point de vue sur la courbe d’évolution C (t) en ne la voyant non
plus comme une courbe paramétrée dans le plan, mais comme
la ligne de niveau 0 d’une fonction u dépendant de l’espace R2

et du temps. Une façon imagée de voir les choses est d’imaginer
le graphe de cette fonction u, qui est donc une nappe évoluant
dans l’espace R3 et dans le temps, et de considérer à tout instant
son intersection avec le plan d’équation z = 0.

L’idée générale de cette approche étant posée, formalisons-la
mathématiquement. On suppose donc qu’il existe une fonction
lipschitzienne(g)

u : R+ × [0; a]× [0; b]→ R

telle que pour tout t ≥ 0, la courbe C (t) coïncide avec la ligne
de niveau 0 de la fonction

u (t, • , • ) : [0; a]× [0; b]→ R,

c’est-à-dire que l’on a, pour tout t ≥ 0,

{C (q, t) / q ∈ [0; 1]} = {(x, y) / u (t, x, y) = 0} .

On donne sans plus tarder une illustration de cette re-
formulation par lignes de niveaux sur la figure (F4 ).

f. Level-set en anglais.
g. Plus précisément, u est lipschitzienne en espace pour tout t ≥ 0

fixé. Cette hypothèse n’est a priori pas nécessaire pour définir l’approche
par ligne de niveaux ; cependant on verra plus tard qu’une telle condition
de Lipschitz est nécessaire sur la condition initiale u0 := u (0, • , •) pour
garantir l’existence de u et qu’alors la propriété de lipschitzianité de u0 se
propage dans le temps sur u.

Figure F4 – Illustration de la représentation par lignes de
niveaux. À gauche, l’image initiale ; à droite, l’image sur laquelle
on a représenté explicitement la courbe d’évolution C (t), et
en bas, la représentation implicite de la courbe d’évolution par
l’intermédiaire de la ligne de niveau 0 de la fonction u (t, • , • )
dont on donne le graphe.(h)

Avant d’aller chercher davantage d’informations sur la fonc-
tion u, remarquons que si une telle fonction u existe réellement,
alors il peut sembler réaliste que le nouveau modèle géodésique
gère bien les problèmes topologiques que l’on a évoqués pour
le modèle des snakes d’énergie en introduction. En effet, en
oubliant un instant que l’évolution de la fonction u est fortement
liée à celle de la courbe C (t), supposons que u soit de la forme

u (t, x, y) = G1 (x, y) + G2 (x, y)− k + k

1.1 + t

où G1 et G2 sont deux gaussiennes et k une constante telle
que 0 < k < min {‖G1‖L∞ , ‖G2‖L∞}. Sous cette hypothèse, le
graphe de la fonction u ne se déforme pas au cours du temps et
translate vers le bas. En choisissant une valeur adéquate pour
la constante k, on constate que la ligne de niveau 0, connexe au
temps initial t = 0, se sépare au bout de quelques instants en
deux composantes connexes, comme on peut le voir sur la figure
(F5 ). Il est donc plausible que le nouveau modèle géodésique
prenne bien en charge les changements de topologie.

h. Obtention du graphe avec Scilab en utilisant le modèle présenté dans
l’article [3].
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Figure F5 – Le graphe de la fonction u est représenté à droite
en orange ; on a également tracé le plan d’équation z = 0 en
bleu. L’intersection de ces deux surfaces constitue la ligne de
niveau u (t, • , •) = 0 marquée en rose et re-dessinée dans le plan
sur la partie gauche de la figure. On remarquera la perte de la
connexité de ligne de niveau initiale.(i)

1.5. Formulation implicite par lignes de ni-
veaux : mise en relation avec la courbe d’évolu-
tion
Cherchons à présent une relation liant la fonction u et la

famille de courbes d’évolution (C (t))t≥0. On part de l’hypothèse
selon laquelle la courbe C (t) coïncide pour tout temps t ≥ 0
avec la ligne de niveau 0 de la fonction u (t, • , •). Donc, en
notant pour t ≥ 0 et q ∈ [0; 1], C (q, t) := (xt (q) , yt (q)), on a

u (t, xt (q) , yt (q)) = 0. (6)

Si on dérive la relation (6) par rapport à q, il vient (on sous-
entend à partir d’ici l’évaluation au point de paramétrisation q)

∂u

∂x
(t, xt, yt) ·

∂xt
∂q

+ ∂u

∂y
(t, xt, yt) ·

∂yt
∂q

= 0. (7)

Puis en remarquant que le vecteur tangent à la courbe C (t)
vaut

#»

T =
(
∂xt/∂q
∂yt/∂q

)
,

l’égalité (7) devient 〈
∇u

∣∣∣ #»

T
〉

= 0

c’est-à-dire, les vecteurs ∇u et #»

T sont orthogonaux. Notons
• Ω− le domaine intérieur délimité par la courbe C (t), et
• Ω+ le domaine extérieur.

Supposons que la fonction u soit telle que

Ω− = {(x, y) / u (t, x, y) < 0}

et
Ω+ = {(x, y) / u (t, x, y) > 0} .

Alors avec cette convention(j), le vecteur ∇u est orienté vers
l’extérieur du domaine de C (t) et donc, grâce à la relation
d’orthogonalité montrée plus haut entre les vecteurs ∇u et #»

T ,
le vecteur normal unitaire extérieur de la courbe C (t) est donné
par

#»

N = ∇u
|∇u|

. (8)

i. Obtention des courbes et des surfaces avec GeoGebra.
j. On peut échanger les deux définitions de Ω− et Ω+, comme il est

fait dans [3] ; l’important est de se fier à la convention qu’on choisit.

Si on dérive une nouvelle fois l’égalité (7) par rapport à q, on
trouve que la courbure est donnée par

κ = div
(
∇u
|∇u|

)
. (9)

En dérivant maintenant la relation (6) par rapport au temps,
cette fois, il vient (on omet toujours la dépendance au paramètre
q) 〈

∇u (xt, yt, t)
∣∣∣∣ ∂C∂t (xt, yt)

〉
+ ∂u

∂t
(xt, yt, t) = 0,

c’est-à-dire

∂u

∂t
(t, xt, yt) = −

〈
∇u (xt, yt, t)

∣∣∣∣ ∂C∂t (xt, yt)
〉
.

Travaillons cette égalité en omettant la mention des variables
xt, yt et t. On a successivement,

∂u

∂t
= −

〈
∇u

∣∣∣∣ ∂C∂t
〉

(5)= −
〈
∇u

∣∣∣∣ gκ #»n − 〈 ∇g | #»n 〉 #»n + cg #»n

〉

puis en utilisant le fait que #»

N = − #»n ,

∂u

∂t
=
〈
∇u

∣∣∣∣ gκ #»

N +
〈
∇g | #»

N
〉

#»

N + cg
#»

N

〉
(9)=
〈
∇u

∣∣∣∣ g div( ∇u|∇u|
)

#»

N +
〈
∇g | #»

N
〉

#»

N + cg
#»

N

〉
(8)=
〈
∇u

∣∣∣∣ g div( ∇u|∇u|
)
∇u
|∇u|

+
〈
∇g
∣∣∣∣ ∇u|∇u|

〉
∇u
|∇u|

+ cg
∇u
|∇u|

〉
on obtient finalement,

∂u

∂t
= |∇u| g div

(
∇u
|∇u|

)
+ 〈 ∇g | ∇u 〉+ cg |∇u| . (10)

On arrive ainsi à considérer une EDP vérifiée par la fonction
u, qui, rappelons-le, est implicitement liée à la recherche d’une
courbe solution de notre problème géodésique. Cette EDP (10)
constitue le résultat majeur annoncé par les auteurs de l’article
Geodesic active contours. On la munit d’une condition initiale
u0 telle que la courbe d’évolution initiale C0 coïncide bien avec
la ligne de niveau 0 de u0. En pratique, on prend pour u0
la fonction de distance signée à la courbe C0, c’est-à-dire la
fonction qui à chaque point X de [0; a]×[0; b] renvoie sa distance
(euclidienne) à la courbe C0 (k), munie du signe moins si X est
à l’intérieur du domaine défini par C0 et du signe plus si X est
à l’extérieur. Si de plus la courbe C0 est un cercle de centre
(x0, y0) et de rayon r, alors on connait explicitement l’expression
de la fonction de distance signée à C0 :

u0 (x, y) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 − r,

k. ie. d (X,C0) = inf
Y ∈C0

{d (X,Y )}.
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dont le graphe est un cône – on imagine bien que l’intersection
de ce cône avec le plan z = 0 produit bien le cercle escompté.
Enfin on impose des conditions de Neumann homogène sur

∂ ([0; a]× [0; b]), ce qui permet de ne pas avoir à prescrire de
valeurs précises sur les bords ; ces valeurs étant obtenues par
réflexion.
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Maintenant que le modèle des contours actifs géodésiques est
présenté, on propose dans la suite de cet exposé de s’intéresser à
une version légèrement simplifiée de l’EDP (10) présentée dans
un article antérieur(l) :

∂u

∂t
= |∇u| g div

(
∇u
|∇u|

)
+ cg |∇u| . (1̃0)

Il s’agit notamment de savoir s’il existe, au sens des solutions
de viscosité, une solution u à l’EDP (1̃0) ; auquel cas se pose la
question de l’unicité et de la sensibilité à la condition initiale.

2. Existence, unicité, stabilité
2.1. Préliminaires

On considère donc dans cette section le problème parabolique

(11) :


∂u
∂t = |∇u| g div

(
∇u
|∇u|

)
+ cg |∇u| dans [0;∞[× Ω,

∂u
∂ν = 0 sur [0;∞[× ∂Ω,
u (0, x, y) = u0 (x, y) dans Ω,

où,
• Ω := [0; 1]× [0; 1] (m),
• u0 : Ω→ R est une fonction lipschitzienne, et
• g = g (x, y) : Ω→ R+ est une fonction lipschitzienne telle

que √g est aussi une fonction lipschitzienne (n). Cette
fonction g correspond, avec les notations de la section
précédente, à g (|∇I (x, y)|).

Tout d’abord, on va se débarrasser de la condition de Neu-
mann au bord en prolongeant les fonctions par réflexion sur
R2 tout entier au sens où, pour tout (t, x, y) ∈ Ω× R+ et tout
h, k ∈ Z, l’on a

u0 (x+ h, y + k) = u0 (x, y) g (x+ h, y + k) = g (x, y)

u (t, x+ h, y + k) = u (t, x, y) .

Figure F6 – Illustration du prolongement par réflexion de u0
qui est ici la fonction distance signée d’un cercle inscrit dans Ω.
(o)

l. L’article en question s’intitule A geometric model for active contours
in image processing [2], publié cinq ans plus tôt par V. Caselles et al..
m. Ω est le domaine de l’image donc dans un cadre général,

Ω = [0; a]× [0; b] ; cela dit, on choisit de prendre sans perte de généra-
lité a = b = 1.

n. Ces deux hypothèses purement techniques serviront au moment de
la preuve de l’unicité et de la stabilité.

o. Obtention du graphe avec Scilab.

On va ensuite modifier la forme de l’EDP de (11). En dé-
veloppant par un calcul élémentaire, la quantité div

(
∇u
|∇u|

)
, il

vient,

div
(
∇u
|∇u|

)
= ∂xxu+ ∂yyu

|∇u|
− (∂xu)2 (∂xxu)

|∇u|3

+ 2(∂xu) (∂yu) (∂xyu)
|∇u|3

+ (∂yu)2 (∂yyu)
|∇u|3

.

D’où

|∇u|div
(
∇u
|∇u|

)
= ∂xxu+ ∂yyu−

(∂xu)2 (∂xxu)
|∇u|2

+ 2(∂xu) (∂yu) (∂xyu)
|∇u|2

+ (∂yu)2 (∂yyu)
|∇u|2

=
(

1− (∂xu)2

|∇u|

)
∂xxu

+
(

0− (∂xu) (∂yu)
|∇u|

)
∂xyu

+
(

0− (∂yu) (∂xu)
|∇u|

)
∂yxu

+
(

1− (∂yu)2

|∇u|

)
∂yyu

= a11 (∇u) ∂11 + a12 (∇u) ∂12

+ a21 (∇u) ∂21 + a22 (∇u) ∂22,

où
• si p 6= 0R2 ,

aij (p) = aij (pi, pj)

:= δi,j −
pi · pj
|p|2

,

• et ∂ij := ∂xixj
u, avec x1 = x et x2 = y.

On remarquera que la matrice ∂ := (∂ij)i,j∈{1,2} ∈ S2 (R) est
la matrice hessienne spatiale de u. On utilisera également dans
la suite l’opération du produit tensoriel ⊗ : R2 ×R2 →M2 (R)
définie par

p⊗ q :=
(
p1q1 p1q2
p2q1 p2q2

)
.

En particulier,

A (p) := (aij (p))i,j∈{1,2} = Id2 −
p⊗ p
|p|2

.

Enfin, en utilisant la convention de sommation classique
d’Einstein(p), on peut réécrire l’expression de |∇u|div

(
∇u
|∇u|

)
qu’on a développée plus haut :

|∇u|div
(
∇u
|∇u|

)
= aij (∇u) ∂ij .

p. Cette convention consiste à réduire l’écriture d’une somme en n’ins-
crivant qu’une seule fois son terme indicé, eg. a11 +a12 +a21 +a22 devient
aij . Dans la suite de ce document, son utilisation sera signalée (non systé-
matiquement) par le symbole (?).
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On va ainsi, en posant z = (x, y), travailler sur le problème

(12) :
{
∂tu− gaij (∇u) ∂ij − cg |∇u| = 0 dans [0;∞[× R2,
u (0, z) = u0 (z) dans R2,

équivalent au problème (11).

2.2. Quelques lemmes
On place dans cette partie quelques résultats qui nous seront

utiles dans ce qui va suivre ; le but étant de ne pas perturber la
lecture lors des raisonnements ultérieurs.
Lemme 1 (Trace et convention d’Einstein)
Soient A = (aij)i,j∈{1,2} et B = (bi,j)i,j∈{1,2} dans M2 (R),
si A ou B est dans S2, alors

aijbij
(?)= a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b22

= Tr (AB) ,

où AB est le produit matriciel classique de A par B et Tr ( • )
désigne l’opérateur de trace matricielle.

Preuve (1)
Supposons pour fixer les idées que B ∈ S2, alors on a

Tr (AB) = Tr
(
a11b11 + a12b21 ∼

∼ a21b12 + a22b22

)
= a11b11 + a12b21 + a21b12 + a22b22

= a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b22

(?)= aijbij . 2

Définition 2 (Relation d’ordre matricielle)
On définit la relation d’ordre partielle ≥ sur M2 (R) par :
pour tout X,Y ∈M2 (R),

[X ≥ Y dans M2 (R)] déf⇐⇒ [X − Y est semi-positive] .

De manière naturelle, on écrira X ≤ Y si −X ≥ −Y .

Lemme 3 (Passage à la trace)
Soient X et Y dans M2 (R) telles que

X ≥ Y,

alors Tr (X) ≥ Tr (Y ).

Preuve (3)
Soient X,Y ∈M2 (R), par la définition de X ≥ Y , la matrice

X − Y est semi-positive. Donc les valeurs propres de la matrice
X−Y sont réelles et positives ou nulles et la matrice X−Y est
semblable à une matrice diagonale D dont les termes diagonaux
sont ces valeurs propres. Par invariance de l’opérateur de trace
par changement de base, on a

Tr (X)− Tr (Y ) = Tr (X − Y ) = Tr (D) ≥ 0. 2

Lemme 4 (Algébrique)
Soient a, b ≥ 0, on a (a+ b)2 ≤ 2

(
a2 + b2).

Preuve (4)
On a 2ab ≤ a2 + b2 ; en ajoutant a2 + b2 de part et d’autre

de l’égalité, on trouve le résultat escompté. 2

2.3. Solutions de viscosité : définitions et résul-
tats
On énonce ici quelques résultats généraux sur la théorie des

solutions de viscosité pour les problèmes d’évolution parabolique.
Ce qui suit est notamment basé sur [4], [5] et [6].

Définition 5 (Hamiltonien elliptique dégénéré)
Soit un hamiltonien

F : R2 × S2,

on dit que F est elliptique dégénéré si F est décroissante par
rapport à sa dernière variable, c’est-à-dire, pour tout p ∈ R2,[

X ≥ Y dans S2]⇒ [F (p,X) ≤ F (p, Y ) dans R] .

Définition 6 (Semi-continuité)
Soient X un espace topologique séparé, A ⊂ X , et
f : A→ R,

• On dit que f est semi-continue inférieurement (sci) sur
A si pour tout x ∈ A, on a

lim inf
y→x

{f (y)} ≥ f (x) .

On note SCI (A) l’ensemble des fonctions localement
bornées et semi-continues inférieurement sur A.

• On dit que f est semi-continue supérieurement (scs) sur
A si pour tout x ∈ A, on a

lim sup
y→x

{f (y)} ≤ f (x) .

On note SCS (A) l’ensemble des fonctions localement
bornées et semi-continues supérieurement sur A.

Définition 7 (Enveloppe semi-continue)
Soient X un espace topologique séparé, A ⊂ X , et
f : A→ R, on définit

• l’enveloppe semi-continue inférieure f∗ comme la plus
grande fonction semi-continue inférieurement sur A telle
que f∗ ≤ f , ou de manière équivalente,

f∗ (x) := lim inf
y→x

{f (y)} ,

• l’enveloppe semi-continue supérieure f∗ comme la plus
petite fonction semi-continue supérieurement sur A telle
que f∗ ≥ f ou de manière équivalente,

f∗ (x) := lim sup
y→x

{f (y)} .
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Pour T > 0 donné, on considère dans un cadre général le
problème parabolique suivant :

(13) :
{
ut + F

(
t, z, u,Du,D2u

)
= 0 dans [0;∞[× R2,

u (0, z) = u0 (z) dans R2,

où,
• u est une fonction des variables t ∈ ]0;T [ et z = (x, y) ∈ R2,
• F : R+ × R2 × R× R2 × S2 → R est

— elliptique dégénéré,
— localement borné sur R2 × S2,
— continu sur R2 \ {0R2} × S2,
— et vérifie pour tout (t, z, u) ∈ R+ × R2 × R,

F ∗ (t, z, u, 0R2 , 0S2) = F∗ (t, z, u, 0R2 , 0S2) = 0.

Soit O une partie localement compacte de R2, on pose
OT := ]0;T [×O.

Définition 8 (Sous-solution de viscosité)
On dit qu’une fonction u ∈ SCS (OT ) est une sous-solution
de viscosité du problème (13) si u satisfait aux deux condi-
tions qui suivent :

• u (0, z) ≤ u0 (z) pour tout z ∈ R2,
• pour toute fonction test Φ : OT → R de classe C1 en

temps et de classe C2 en espace, si la fonction u−Φ est
localement maximale au point (t0, z0), alors on a

Φt (t0, z0) + F∗
(
t0, z0, u (t0, z0) , DΦ, D2Φ

)
≤ 0.

Définition 9 (Sur-solution de viscosité)
On dit qu’une fonction u ∈ SCI (OT ) est une sur-solution de
viscosité du problème (13) si u satisfait aux deux conditions
qui suivent :

• u (0, z) ≥ u0 (z) pour tout z ∈ R2,
• pour toute fonction test Φ : OT → R de classe C1 en

temps et de classe C2 en espace, si la fonction u−Φ est
localement minimale au point (t0, z0), alors on a

Φt (t0, z0) + F ∗
(
t0, z0, u (t0, z0) , DΦ, D2Φ

)
≥ 0.

Définition 10 (Solution de viscosité)
On dit qu’une fonction u ∈ C (OT ) est une solution de vis-
cosité du problème (13) si u est à la fois une sur- et une
sous-solution de viscosité du problème (13).

Définition 11 (Sous-différentiel parabolique d’une
fonction sci)
Soit u ∈ SCI (OT ), on appelle le sous-différentiel parabolique
de la fonction u au point (t, z) ∈ OT l’ensemble

P−u (t, z) ⊂ R× R2 × S2

dont les éléments (a, p,X) sont caractérisés par

u (s, w) ≥ u (t, z) + a (s− t) + 〈 p | w − z 〉

+ 1
2 〈X (w − z) | w − z 〉+ o

(
|s− t|+ |w − z|2

)
,

où (s, w) est une élément de OT qui tend vers (t, z).

Définition 12 (Sur-différentiel parabolique d’une
fonction scs)
Soit u ∈ SCS (OT ), on appelle le sur-différentiel parabolique
de la fonction u au point (t, z) ∈ OT l’ensemble

P+u (t, z) ⊂ R× R2 × S2

dont les éléments (a, p,X) sont caractérisés par

u (s, w) ≤ u (t, z) + a (s− t) + 〈 p | w − z 〉

+ 1
2 〈X (w − z) | w − z 〉+ o

(
|s− t|+ |w − z|2

)
,

où (s, w) est une élément de OT qui tend vers (t, z).

Remarque. On a P−u = −P+ (−u).

Définition 13 (Sous-différentiel parabolique limite
d’une fonction sci)
Soit u ∈ SCI (OT ), on appelle le sous-différentiel parabolique
limite de la fonction u au point (t, z) ∈ OT l’ensemble

P−u (t, z) ⊂ R× R2 × S2

dont les éléments (a, p,X) sont caractérisés par l’existence
d’une suite

(tn, zn, an, pn, Xn)n∈N ⊂ R+ × R2 × R× R2 × S2

pour laquelle on a
• pour tout n ∈ N, (an, pn, Xn) ∈ P−u (t, z), et
• (tn, zn, u (tn, zn) , an, pn, Xn)→ (t, z, u (t, z) , a, p,X).

Définition 14 (Sur-différentiel parabolique limite
d’une fonction scs)
Soit u ∈ SCS (OT ), on appelle le sur-différentiel parabolique
limite de la fonction u au point (t, z) ∈ OT l’ensemble

P+u (t, z) ⊂ R× R2 × S2

dont les éléments (a, p,X) sont caractérisés par l’existence
d’une suite

(tn, zn, an, pn, Xn)n∈N ⊂ R+ × R2 × R× R2 × S2

pour laquelle on a
• pour tout n ∈ N, (an, pn, Xn) ∈ P+u (t, z), et
• (tn, zn, u (tn, zn) , an, pn, Xn)→ (t, z, u (t, z) , a, p,X).

On peut alors donner des définitions alternatives équivalentes
aux termes de sous-solution, sur-solution et solution de viscosité
du problème (13) :

Définition 15 (Sous-solution de viscosité (bis) )
On dit qu’une fonction u ∈ SCS (OT ) est une sous-solution
de viscosité du problème (13) si u satisfait aux deux condi-
tions qui suivent :

• u (0, z) ≤ u0 (z) pour tout z ∈ R2,
• pour tout (t, z) ∈ OT et tout (a, p,X) ∈ P+u (t, z), on

a
a+ F∗ (t, z, u (t, z) , p,X) ≤ 0.
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Définition 16 (Sur-solution de viscosité (bis) )
On dit qu’une fonction u ∈ SCI (OT ) est une sur-solution de
viscosité du problème (13) si u satisfait aux deux conditions
qui suivent :

• u (0, z) ≥ u0 (z) pour tout z ∈ R2,
• pour tout (t, z) ∈ OT et tout (a, p,X) ∈ P−u (t, z), on

a
a+ F ∗ (t, z, u (t, z) , p,X) ≥ 0.

On aura par la suite également besoin du lemme suivant :

Lemme 17 (Ishii)(version parabolique)
Soient Ω un ouvert de R2, u ∈ SCS (R+ × Ω) une sur-
solution de (13), v ∈ SCI (R+ × Ω) une sous-solution de
(13), et Φ : [0;T ] × Ω × Ω → R une fonction test de classe
C2. Supposons que la fonction

ψ :
{

[0;T ]× Ω× Ω −→ R
(t, w, z) 7−→ u (t, w)− v (t, z)− Φ (t, w, z)

atteigne un maximum local au point
(t0, w0, z0) ∈ ]0;T [× Ω× Ω. On pose :

• τ := ∂tΦ (t0, w0, z0) ∈ R,
• p1 := DwΦ (t0, w0, z0) ∈ R2,
• p2 := −DzΦ (t0, w0, z0) ∈ R2,
• M := D2

wzΦ (t0, w0, z0) ∈ S4 (R).
Alors quel que soit µ > 0, il existe deux réels a, b ∈ R et
deux matrices symétriques X,Y ∈ S2 tels que

• τ = a− b,
• (a, p1, X) ∈ P+u (t0, w0)
• (b, p2, Y ) ∈ P−v (t0, z0),

•
(
X 0
0 −Y

)
≤M + µM2.

Remarque. (importante) On notera qu’un point de maxi-
mum local du type (0, w0, z0) pour la fonction ψ ne permet pas
l’application du lemme d’Ishii. Par conséquent si (t0, w0, z0) est
un maximum local pour ψ, pour montrer que t0 = 0, on peut
supposer t0 > 0 puis montrer que l’application du lemme d’Ishii
mène à une absurdité. Si toutes les autres hypothèses du lemme
étaient satisfaites alors celle selon laquelle t0 était strictement
positif était a fortiori fausse et on récupère la conclusion voulue.

2.4. Introduction du modèle au sein la théorie
des solutions de viscosité
On va à présent vérifier que le problème parabolique (12)

issu du modèle proposé dans [2] est bien un cas particulier
du problème (13) ; après quoi on pourra parler de solution de
viscosité pour le problème (12). On pose naturellement

F :
{

R+ × R2 × R× R2 × S2 −→ R
(t, z, r, p,X) 7−→ F (t, z, r, p,X) ,

avec

F (t, z, r, p,X) (?)= −g (z) aij (p)Xij − cg (z) |p| .

Il s’agit donc de vérifier que l’hamiltonien F satisfait aux quatre
conditions suivantes :

1 F est elliptique dégénéré,
2 F (t, z, r, • , •) est localement borné sur R2 × S2,
3 F (t, z, r, • , •) est continu sur R2 \ {0R2} × S2,
4 F vérifie

F ∗ (t, z, u, 0R2 , 0S2) = F∗ (t, z, u, 0R2 , 0S2) = 0,

où il est bien-sûr sous-entendu « pour tout
(t, z, u) ∈ R+ × R2 × R » dans 2 , 3 et 4 . De cette
manière, on pourra inscrire le problème (12) dans le cadre du
problème général (13).
Tout d’abord, il est clair qu’on a 3 . Donc par continuité,

F (t, z, r, • , •) est borné sur tout compactK ⊂⊂ R2\{0R2}×S2.
Ainsi il reste pour avoir 2 , de vérifier que F (t, z, r, • , •) est
borné sur des ensembles bornés de R2 \ {0R2} × S2 ayant pour
points d’accumulation des éléments de {0R2} × S2 car il est
possible que F explose au voisinage de ces éléments. Pour
montrer cela, il suffit de vérifier que la quantité aij (p) reste
bornée lorsque p→ 0R2 . Soit donc p = (p1, p2) ∈ R2 \ {0R2}, on
a successivement,

aij (p) = a11 + a12 + a21 + a22

= 1− p2
1

p2
1 + p2

2
− 2 p1p2

p2
1 + p2

2
+ 1− p2

2
p2

1 + p2
2

= 2p2
1 + 2p2

2 − p2
1 − p2

2 − 2p1p2

p2
1 + p2

2

= p2
1 + p2

2 − 2p1p2

p2
1 + p2

2
.

Ainsi, en passant au module,

|aij (p)| =
∣∣p2

1 + p2
2 − 2p1p2

∣∣
|p2

1 + p2
2|

≤ p2
1 + p2

2 + |2p1p2|
p2

1 + p2
2

= 1 + |2p1p2|
p2

1 + p2
2
.

Or
p2

1 + p2
2 ± 2p1p2 ≥ 0

donc
p2

1 + p2
2 ≥ ±2p1p2

d’où
|2p1p2|
p2

1 + p2
2
≤ 1.

Par conséquent, |ai,j (p)| ≤ 2 pour tout p ∈ R2 \ {0R2} et on
obtient ainsi le caractère localement borné de F sur R2 × S2,
ie. 2 .

Remarque. On vient de montrer que pour tout p ∈ R2 \ {0R2}
on a |aij (p)| ≤ 2. D’autre part, en constatant que
aij (p) = (p1−p2)2

p2
1+p2

2
, on déduit l’encadrement

0 ≤ aij (p) ≤ 2.

En fait, cet encadrement est le plus fin possible. En effet, on
peut trouver deux vecteurs de R2 en lesquels aij atteint respec-
tivement les bornes 0 et 2. Par exemple,

aij (1, 1) = 0 et aij (1,−1) = 2.
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Par passage aux limites sup et inf lorsque p → 0R2 , on a
également cet encadrement pour les lim inf et lim sup en 0 :

0 ≤ lim inf
p→0

{aij (p)} ≤ lim sup
p→0

{aij (p)} ≤ 2.

Étant donné qu’on peut définir la lim inf (resp. la lim sup)
comme la plus petite (resp. la plus grande) valeur d’adhérence
de la fonction aij en 0R2 , en exhibant que

• si (pn)n∈N :=
( 1
n ,

1
n

)
n∈N

n→∞−→ 0R2 , alors aij (pn) = 0 pour
tout n ∈ N,

• et si (qn)n∈N :=
( 1
n ,−

1
n

)
n∈N

n→∞−→ 0R2 , alors aij (qn) = 2
pour tout n ∈ N,

et donc que 0 et 2 sont des valeurs d’adhérence de aij en 0R2 ,
on trouve que

lim inf
p→0

{aij (p)} ≤ 0 et lim sup
p→0

{aij (p)} ≥ 2.

Ainsi,

lim inf
p→0

{aij (p)} = 0 et lim sup
p→0

{aij (p)} = 2,

comme on peut le constater regardant le graphe de aij sur la
figure (F7 ).

Figure F7 – Graphe de la fonction (p1, p2) 7→ aij (p1, p2). La
fonction n’admet pas de limite en 0R2 et on a lim inf

p→0
{aij (p)} = 0

et lim sup
p→0

{aij (p)} = 2.(q)

Montrons à présent 4 . Soient (t, z, u) ∈ R+ × R2 × R, pour
tout p ∈ R2 \ {0R2} on a

F (t, z, u, p, 0S2) = −cg (z) |p| .

Ainsi, en passant aux limites sup et inf lorsque p → 0R2 , on
trouve

F ∗ (t, z, u, 0R2 , 0S2) = 0,

et
F∗ (t, z, u, 0R2 , 0S2) = 0,

c’est-à-dire 4 .

q. Graphe obtenu avec Scilab. On remarquera que le maillage régulier
n’est pas idéal, la nappe devenant très anguleuse suivant la direction du

vecteur
(

1
−1

)
au voisinage de 0R2 .

Il nous reste ainsi à montrer 1 . Par la mise en œuvre du
lemme 1 en page 8, on peut réécrire l’expression de l’hamiltonien
F :

F (t, z, r, p,X) = −g (z)Tr (A (p)X)− cg (z) |p| , (14)

où la matrice A (p) est celle que l’on a défini en page 7, et dont
on rappelle ici l’expression :

A (p) déf= (aij (p))i,j∈{1,2} = Id2 −
p⊗ p
|p|2

.

Soit p 6= 0R2 , alors pour tout vecteur ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2, on a

〈A (p) ξ | ξ 〉 =
〈

(
1− p2

1

|p|2

)
ξ1 −

p1p2

|p|2
ξ2

−p1p2

|p|2
ξ1 +

(
1− p2

2

|p|2

)
ξ2


∣∣∣∣∣
(
ξ1
ξ2

)〉

=

(
|p|2 − p2

1

)
ξ2

1 − 2p1p2ξ1ξ2 +
(
|p|2 − p2

2

)
ξ2

2

|p|2

= p2
2ξ

2
1 − 2p1p2ξ1ξ2 + p2

1ξ
2
2

|p|2

= (p2ξ1 − p1ξ2)2

|p|2

≥ 0.

Par conséquent la matrice A (p) est semi-définie positive, donc
ses valeurs propres sont positives et il existe

• une matrice orthogonale R ∈ O2 (R), et
• une matrice diagonale D ∈M2 (R) dont les termes diago-

naux sont les valeurs propres de la matrice A,
telles que D = tRAR. Ainsi, en posant σ := RD1/2 (r), on a
A = σ · tσ. En revenant à l’expression (14) de l’hamiltonien F ,
on peut donc modifier le terme de trace :

Tr (A (p)X) = Tr
(
σ · tσX

)
= Tr

(
tσX · σ

)
(?)= tσiXσi,

où pour i ∈ {1, 2}, σi désigne le ième vecteur colonne de la
matrice σ. Prenons à présent deux matrices X et Y dans S2

telles que X ≥ Y . Alors par définition de la relation d’ordre ≤
donnée sur S2 on a

tσiXσi ≥ tσiY σi

donc
Tr (A (p)X) ≥ Tr (A (p)Y ) .

Or la fonction g est à valeurs strictement positives (s), par
conséquent la multiplication par −g change le signe de l’inégalité
précédente ; il vient donc

−g (z)Tr (A (p)X) ≤ −g (z)Tr (A (p)Y ) .

r. Où D1/2 désigne la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont
respectivement la racine carrée de ceux de D.

s. Voir la définition de g en page 2.
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Reste enfin à ajouter de part et d’autre de cette inégalité la
quantité −cg (z) |p| pour trouver

F (t, z, r, p,X) ≤ F (t, z, r, p, Y ) .

En conclusion, l’hamiltonien F est elliptique dégénéré, on a
donc récupéré l’hypothèse 1 .

Les hypothèses 1 , 2 , 3 et 4 étant toutes vérifiées pour
l’hamiltonien F , on peut à présent faire entrer le problème (12)
dans le cadre de la théorie des solutions de viscosité. On est
donc prêt, selon l’objectif qu’on s’est fixé pour cette section, à
énoncer le résultat d’existence/unicité/stabilité d’une solution
de viscosité pour ce problème (12).

2.5. Énoncé du résultat
Rappelons le problème (12), (?)

(12) :
{
∂tu− gaij (∇u) ∂ij − cg |∇u| = 0 dans [0;∞[× R2,
u (0, z) = u0 (z) dans R2,

où,
• g : R2 → R+ est une fonction lipschitzienne telle que √g

est aussi une fonction lipschitzienne,
• pour tout p = (p1, p2) ∈ R2 \ {0R2},

aij (p) déf= δij −
pipj

|p|2
,

• ∂
déf= (∂ij)i,j∈{1,2} est la matrice hessienne spatiale de u.

Théorème 18 (Existence, unicité, stabilité)
Soient u0 et v0 dans C

(
R2) ∩W 1,∞ (R2).

1 (Existence) Pour tout 0 ≤ T <∞, le problème (12) avec
condition initiale u0 admet une solution de viscosité

u ∈ C
(
[0;∞[× R2) ∩ L∞t (0, T ) ∩W 1,∞

z

(
R2) .

De plus, la fonction u vérifie

inf
R2
{u0} ≤ u (t, x) ≤ sup

R2
{u0} .

2 (Stabilité) On considère deux solutions de viscosité u et
v du problème (12) données par 1 pour les conditions
initiales respectives u0 et v0. Pour tout 0 ≤ T <∞, on
a

sup
0≤t≤T

{
‖u (t, z)− v (t, z)‖L∞

z (R2)

}
≤ ‖u0 (z)− v0 (z)‖L∞

z (R2) .

Remarque. L’unicité est une conséquence immédiate de 2
en prenant u0 = v0.

2.6. Démonstration des résultats d’unicité et
de stabilité
En admettant l’existence d’une solution de viscosité u pour

le problème (12), on va dans ce qui suit démontrer le point

2 du théorème 18 qui nous donne l’unicité et la stabilité de
cette solution de viscosité. On se base pour cela sur les preuves
données dans [2] et [7].
Plan de la preuve (18)(unicité, stabilité)
On commence par créer une fonction
ψ (t, w, z) := u (t, w)− v (t, z)− Φ (t, w, z) et on suppose
que ψ possède un maximum local en (t0, w0, x0).

I : Montrer que t0 = 0.
Pour cela on suppose par l’absurde que t0 > 0, et en se
reposant sur l’argument de la remarque « importante » en
page 10, on fait faillir le lemme d’Ishii ce qui donne le résultat
escompté.

i : Calculs préliminaires sur Φ.

ii : Application du lemme d’Ishii et traduction de ce
qu’il implique.

iii : Montrer par l’absurde que w0 6= z0 pour trancher
entre deux inégalités possibles découlant du lemme d’Ishii.

iv : Un choix pour µ menant à une inégalité.
v : Utilisation de cette inégalité pour majorer λ par

un terme dépendant de ε.
vi : Choix d’un λ et d’un ε qui contredit l’inégalité

sur λ.

II : Estimation de sup
[0;T ]×R2

{|u (t, z)− v (t, z)|}.

On exploite la maximalité de ψ au point (0, w0, z0) pour
obtenir une inégalité du type

sup
[0;T ]×R2

{|u− v|} ≤ sup
R2
{|u0 − v0|}+ δ · cste

puis on passe à la limite lorsque δ tend vers 0 pour obtenir
le résultat.

Preuve (18)(unicité, stabilité)
Soient 0 ≤ T < ∞ et u0 et v0 dans C

(
R2) ∩ W 1,∞ (R2),

on dispose donc, sous l’hypothèse 1 du théorème 18, d’une
fonction u et d’une fonction v solutions de viscosité du problème
(12) avec les conditions initiales respectives u0 et v0.

Posons l’application

ψ :
{ [0;T ]× R2 × R2 −→ R

(t, w, z) 7−→ u (t, w)− v (t, z)− |w−z|
4

4ε − λt,

où ε, λ ∈ ]0;∞[ sont des constantes pour l’instant quelconques
dont on déterminera les valeurs ultérieurement. En posant

Φ (t, w, z) := |w − z|
4

4ε + λt,

on récupère

ψ (t, w, z) = u (t, w)− v (t, z)− Φ (t, w, z) .

On prend (t0, w0, z0) ∈ [0;T ]× R2 × R2 un point de maximum
local pour la fonction ψ.

I On cherche dans un premier temps à montrer que t0 = 0.
Pour cela, supposons par l’absurde qu’on a t0 > 0 : H1 .
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I.i Effectuons quelques calculs préliminaires de dérivées sur
la fonction Φ. Soit (t, w, z) ∈ [0;T ]× R2 × R2, on a d’abord

∂tΦ (t, w, z) = λ.

Déterminons maintenant les dérivées spatiales de Φ. On pose
w := (w1, w2) et z := (z1, z2), il vient

∂w1Φ (t, w, z) = ∂w1


〈(

w1 − z1
w2 − z2

) ∣∣∣ (w1 − z1
w2 − z2

)〉2

4ε − λt


= ∂w1


(

(w1 − z1)2 + (w2 − z2)2
)2

4ε − λt


= (w1 − z1)× (w1 − z1)2 + (w2 − z2)2

ε
.

∂w1w1Φ (t, w, z) = ∂w1

(
(w1 − z1)

× (w1 − z1)2 + (w2 − z2)2

ε

)

= (w1 − z1)2 + (w2 − z2)2

ε
+ 2 (w1 − z1)2

ε

= |w − z|
2

ε
+ 2 (w1 − z1)2

ε
.

∂w1w2Φ (t, w, z) = ∂w2

(
(w1 − z1)

× (w1 − z1)2 + (w2 − z2)2

ε

)

= 2 (w1 − z1) (w2 − z2)
ε

.

De même, on a

∂w2Φ (t, w, z) = (w2 − z2)× (w1 − z1)2 + (w2 − z2)2

ε
,

∂w2w2Φ (t, w, z) = |w − z|
2

ε
+ 2 (w2 − z2)2

ε
,

∂w2w1Φ (t, w, z) = 2 (w1 − z1) (w2 − z2)
ε

.

On calcule ensuite les dérivées par rapport aux composantes
de w puis de z, il vient (on ne détaille pas les calculs qui sont
très similaires à ceux de ∂wiwj

Φ et on omet à partir d’ici la
dépendance en (t, w, z))

(♣)
{
∂w1z1Φ = −∂w1w1Φ ; ∂w1z2Φ = −∂w1w2Φ
∂w2z1Φ = −∂w2w1Φ ; ∂w2z2Φ = −∂w2w2Φ.

Et enfin, de la même manière que précédemment, on trouve

∂w1Φ = −∂z1Φ ; ∂w2Φ = −∂z2Φ︸ ︷︷ ︸
(N)

(♠)
{
∂w1w1Φ = ∂z1z1Φ ; ∂w1w2Φ = ∂z1z2Φ
∂w2w1Φ = ∂z2z1Φ ; ∂w2w2Φ = ∂z2z2Φ

(�)
{
∂z1w1Φ = ∂w1z1Φ ; ∂z1w2Φ = ∂w2z1Φ
∂z2w1Φ = ∂w1z2Φ ; ∂z2w2Φ = ∂w2z2Φ

On pose M := D2
wzΦ (t0, w0, z0) ∈ S4 (R), on a donc (sous-

entendu évalué au point (t, w, z))

puis en utilisant les relations établies précédemment il vient :

M22
♠= M11

M21
�= M12

♣= −M11.

Ainsi
M =

(
B −B
−B B

)
avec la matrice B donnée par

B := M11

=

 |w − z|
2

ε
+ 2 (w1 − z1)2

ε

2 (w1 − z1) (w2 − z2)
ε

2 (w1 − z1) (w2 − z2)
ε

|w − z|2

ε
+ 2 (w2 − z2)2

ε


= |w − z|

2

ε
Id2 + 2

ε
(w − z)⊗ (w − z) .

Par la suite on aura aussi besoin de

M2 =
(

2B2 −2B2

−2B2 2B2

)
avec donc

B2 = |w − z|
2

ε4 Id2 + 8 |w − z|2

ε2 (w − z)⊗ (w − z) .

Enfin, on pose pour (t, w, z) ∈ [0;T ]× R2 × R2,

p (t, w, z) :=
(
∂w1Φ (t, w, z)
∂w2Φ (t, w, z)

)
q (t, w, z) :=

(
∂z1Φ (t, w, z)
∂z2Φ (t, w, z)

)
.

On pourra remarquer que, par (N),

p (t, w, z) = −q (t, w, z) . (15)

I.ii Étant donné que u et v sont des solutions de viscosité
du problème (12) qui est un cas particulier du problème (13),
on a, par la définition d’une solution de viscosité,
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• u est une sur-solution de viscosité de (13),
• v est une sous-solution de viscosité de (13).

D’autre part, puisque ψ atteint un maximum local en (t0, w0, z0)
avec t0 > 0, on dispose des conditions nécessaires pour appliquer
le lemme d’Ishii donné en page 10 : pour tout µ > 0, on a
l’existence de deux réels a et b et de deux matrices symétriques
d’ordre 2 X et Y tels que

λ = a− b (16)

(
X 0
0 −Y

)
≤
(
B + 2µB2 −B − 2µB2

−B − 2µB2 B + 2µB2

)
(17)

(a, p (t0, w0, z0) , X) ∈ P+u (t0, w0) (18)
et enfin par (15),

(b, p (t0, w0, z0) , Y ) ∈ P−v (t0, z0) (19).

Remarquons que l’inégalité (17) est valable pour tout µ > 0
donc on peut prendre sans perdre de généralité µ

2 à la place de
µ, et on trouve donc(

X 0
0 −Y

)
≤
(
B + µB2 −B − µB2

−B − µB2 B + µB2.

)
(20)

On peut ensuite traduire l’appartenance (18), grâce au fait
que u est aussi une sous-solution du problème (13) – voir la
définition 15 en page 9. Il vient

a+ F∗ (t0, w0, u (t0, w0) , p (t0, w0, z0) , X) ≤ 0.

d’où, en utilisant l’expression de F∗,
• si p (t0, w0, z0) 6= 0R2 ,

a−g (w0) aij (p (t0, w0, z0))Xij−cg (w0) |p (t0, w0, z0)| ≤ 0, (21)

• si p (t0, w0, z0) = 0R2 ,

a− g (w0) lim inf
p→0

{aij (p)}Xij ≤ 0,

ie. avec le raisonnement fait lors de la remarque en page 10,

a ≤ 0. (2̃1)

De même, en traduisant l’appartenance (19) et en utilisant cette
fois le fait que v est aussi une sur-solution du problème (13),
on trouve que
• si p (t0, w0, z0) 6= 0R2 ,

b− g (z0) aij (p (t0, w0, z0))Yij − cg (z0) |q (t0, w0, z0)| ≥ 0, (22)

• si p (t0, w0, z0) = 0R2 ,

b− g (z0) lim inf
q→0

{aij (q)}Yij ≥ 0,

ie. toujours avec le raisonnement fait lors de la remarque en
page 10,

b− 2g (z0)Yij ≥ 0. (2̃2)

I.iii Montrons à présent que w0 6= z0, ce qui équivaut à

p (t0, w0, w0) déf=
(
∂w1Φ (t0, w0, w0)
∂w2Φ (t0, w0, w0)

)
= 0R2 .

De cette manière, on utilisera (21) et (22) au lieu de (2̃1) et
(2̃2) pour traduire les appartenances (18) et (19).

Pour cela, on suppose par l’absurde qu’on a w0 = z0 : H2 .
Alors dans ce cas, la matrice B est nulle. Par conséquent on a(

X 0
0 −Y

)
≤
(

0 0
0 0

)
,

et donc Y ≥ 0. D’autre part, toujours sous l’hypothèse H2 , les
appartenances (18) et (19) sont à prendre au sens de (2̃1) et
(2̃2) puisque

p (t0, w0, w0) = 0R2

On a donc a ≤ 0 et b ≥ 2g (z0)Yij . Remarquons à présent que

Yij
(?)= Y11 + Y12 + Y21 + Y22

=
〈(

Y11 + Y12
Y21 + Y22

) ∣∣∣∣ (1
1

)〉
=
〈(

Y11 Y12
Y21 Y22

)(
1
1

) ∣∣∣∣ (1
1

)〉
=
〈
Y

(
1
1

) ∣∣∣∣ (1
1

)〉
≥ 0, car Y ≥ 0.

D’où 2g (z0)Yij ≥ 0 et donc par transitivité, b ≥ 0. On a ainsi

0 < λ = a− b ≤ 0,

ce qui mène à l’absurdité de H2 . Par conséquent, w0 6= z0 et
on utilise effectivement (21) et (22) au lieu de (2̃1) et (2̃2).

I.iv On choisit ensuite

µ := ε

|w0 − z0|2
.

Explicitons la matrice B + µB2 pour cette valeur de µ :

B + µB2 = |w0 − z0|2

ε
Id2 + 2

ε
(w0 − z0)⊗ (w0 − z0)

+ ε

|w0 − z0|2
×

(
|w0 − z0|4

ε2 Id2

+ 8 |w0 − z0|2

ε2 (w0 − z0)⊗ (w0 − z0)
)

= |w0 − z0|2

ε
Id2 + 2

ε
(w0 − z0)⊗ (w0 − z0)

+ |w0 − z0|2

ε
Id2 + 8

ε
(w0 − z0)⊗ (w0 − z0)

= 2
ε

|w0 − z0| Id2 + 5 (w0 − z0)⊗ (w0 − z0)︸ ︷︷ ︸
:=C

 .
L’inégalité (17) devient ainsi(

X 0
0 −Y

)
≤ 2
ε

(
C −C
−C C

)
. (23)

On pose maintenant la matrice

G :=
(

g (w0)H g (w0)
1
2 g (z0)

1
2 H

g (w0)
1
2 g (z0)

1
2 H g (z0)H

)
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où

H = (hij)i,j∈{1,2}

= A

(
|w0 − z0|2 (w0 − z0)

ε

)

=
(
aij

(
|w0 − z0|2 (w0 − z0)

ε

))
i,j∈{1,2}

= (aij (p (t0, w0, z0)))i,j∈{1,2} .

Cette matrice G est semi-définie positive. En effet, soit
ξ1, ξ2 ∈ R2, on a successivement,〈
G

(
ξ1
ξ2

) ∣∣∣∣ (ξ1
ξ2

)〉

= g (w0) 〈Aξ1 | ξ1 〉+ g (z0) 〈Aξ2 | ξ2 〉

+ g (w0)
1
2 g (z0)

1
2 〈Aξ1 | ξ2 〉

+ g (w0)
1
2 g (z0)

1
2 〈Aξ2 | ξ1 〉

= g (w0) 〈Aξ1 | ξ1 〉+ g (z0) 〈Aξ2 | ξ2 〉

+ g (w0)
1
2 g (z0)

1
2 〈A (ξ1 + ξ2) | ξ1 + ξ2 〉

≥ 0.

Ainsi, en multipliant à gauche par G l’inégalité (23),

(
g (w0)HX −g (w0)

1
2 g (z0)

1
2 HY

g (w0)
1
2 g (z0)

1
2 HX −g (z0)HY

)

≤

(
g (w0)HC − g (w0)

1
2 g (z0)

1
2 HC

−g (w0)HC + g (w0)
1
2 g (z0)

1
2 HC

g (w0)
1
2 g (z0)

1
2 HC − g (z0)HC

−g (w0)
1
2 g (z0)

1
2 HC + g (z0)HC

)
.

On peut maintenant, grâce au lemme 3 qu’on a donné en page
8, passer à la trace dans l’inégalité ci-dessus, il vient (?) :

g (w0)hijXij − g (z0)hijYij

≤ 2
ε

(
g (w0)hijcij − 2g (w0)

1
2 g (z0)

1
2 hijcij + g (z0)hijcij

)
puis en factorisant les termes multiplicatifs du membre de droite
et en utilisant le lemme 1 en page 8,

g (w0)hijXij − g (z0)hijYij

≤ 2
ε

(
g (w0)

1
2 − g (z0)

1
2
)2

Tr (HC) . (24)

Examinons le terme Tr (HC) : en développant la quantité

HC =
(
h11 h12
h21 h22

)
× (|w0 − z0| Id2 + 5 (w0 − z0)⊗ (w0 − z0))

puis en prenant la trace, on trouve

Tr (HC) ≤ |Tr (HC)|

≤ |w0 − z0|2 |h11 + h22|+ 5
(
|h11| (w01 − z01)2

+ 2 |h12| |w01 − z01| |w02 − z02|

+ |h22| |w02 − z02|2
)

≤ |w0 − z0|2 |h11 + h22|+ 5 max
i,j∈{1,2}

{|hij |}

× (|w01 − z01|+ |w02 − z02|)2

puis en utilisant le lemme algébrique 4 en page 8,

Tr (HC) ≤ |w0 − z0|2 |h11 + h22|+ 10 max
i,j∈{1,2}

{|hij |}

× |w0 − z0|2

≤
(
|h11 + h22|+ 10 max

i,j∈{1,2}
{|hij |}

)
× |w0 − z0|2 .

enfin, en se rappelant la définition de la matrice H ainsi que
du fait que |aij | ≤ 2,

Tr (HC) ≤ 22× |w0 − z0|2 .

Ainsi en reprenant (24) et en posant C0 = 44,

g (w0)hijXij − g (z0)hijYij

≤ C0

ε

(
g (w0)

1
2 − g (z0)

1
2
)2
|w0 − z0|2 (2̃4).

I.v Retranscrivons les inégalités (21) et (22) avec les termes
de la matrice H. On trouve

a ≤ g (w0)hijXij + cg (w0) |p (t0, w0, z0)|

−b ≤ −g (z0)hijYij − cg (z0) |p (t0, w0, z0)| .

Or |p (t0, w0, z0)| = |w0−z0|3
ε , on a donc

a ≤ g (w0)hijXij + cg (w0) |w0 − z0|3

ε
(25)

−b ≤ −g (z0)hijYij − cg (z0) |w0 − z0|3

ε
. (26)

En sommant (25) et (26), il vient

λ = a− b

≤ g (w0)hijXij − g (z0)hijYij︸ ︷︷ ︸
membre de gauche de (2̃4)

+c (g (w0)− g (z0)) |w0 − z0|3

ε

≤ C0

ε

(
g (w0)

1
2 − g (z0)

1
2
)2
|w0 − z0|2

+ c (g (w0)− g (z0)) |w0 − z0|3

ε

puis en utilisant le fait que les fonctions g et √g sont lipschit-
ziennes, on obtient, en notant C1 := C0 ×max

{
Lipg,Lip√g

}
,

λ ≤ C1

ε
|w0 − z0|4 . (27)
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On estime ensuite la quantité |w0 − z0|. Pour cela, on observe
que, par maximalité de la fonction ψ en (t0, w0, z0), on a

ψ (t0, w0, z0) ≥ ψ (t0, z0, z0) ,

c’est-à-dire,

u (t0, w0)− v (t0, z0)− |w0 − z0|4

4ε − λt0

≥ u (t0, z0)− v (t0, z0)− λt0.

Ainsi, après simplification, il vient

|w0 − z0|4

4ε ≤ u (t0, w0)− u (t0, z0) ,

puis, grâce au fait que u ∈ W 1,∞
z

(
R2) et en notant

L := Lipu(t0, • ),

|w0 − z0|4

4ε ≤ L |w0 − z0| ,

d’où
|w0 − z0|4 ≤ (4εL)4/3

Par conséquent, en exploitant (27),

λ ≤ C1 (4L)4/3
ε1/3,

et en posant C2 = 44/3C1,

λ ≤ C2L
4/3ε1/3. (28)

I.vi Sans perdre de généralité, supposons que

sup
[0;T ]×R2

{|u− v|} > 0,

cette hypothèse n’est pas contraignante puisque dans le cas
contraire, le point 2 du théorème est trivialement démontré.
Cette supposition nous autorise à choisir, pour δ > 0,

ε1/3 := δ × sup
[0;T ]×R2

{|u− v|} , (29)

λ := 2C2L
4/3δ × sup

[0;T ]×R2
{|u− v|} . (30)

Avec ce choix on trouve

λ
déf= 2C2L

4/2ε1/3,

et donc par stricte positivité de C2, L, et ε,

λ > C2L
4/2ε1/3,

ce qui contredit l’inégalité (28). Cette contradiction indique que
le lemme d’Ishii n’était pas applicable sous nos hypothèses et
va donc à l’encontre de la supposition H1 , ie. on a t0 = 0.

II Maintenant, estimons la quantité

sup
[0;T ]×R2

{|u (t, z)− v (t, z)|} .

Puisque t0 = 0, on a, toujours par maximalité de la fonction ψ
au point (0, w0, z0),

u (t, w)− v (t, z)− |w − z|
4

4ε − λt

≤ u (0, w0)− v (0, z0)− |w0 − z0|4

4ε

= u0 (w0)− v0 (z0)− |w0 − z0|4

4ε ,

et donc

u (t, w)− v (t, z)− |w − z|
4

4ε − λt

≤ sup
w,z∈R2

{
u0 (w)− v0 (z)− |w − z|

4

4ε

}
, (31)

En choisissant w = z dans (31), on trouve

u (t, z)− v (t, z)− λt ≤ sup
w,z∈R2

{
u0 (w)− v0 (z)− |w − z|

4

4ε

}
,

puis en passant à la borne sup pour (t, z) ∈ [0;T ]× R2,

sup
[0;T ]×R2

{u− v} − λt

≤ sup
w,z∈R2

{
u0 (w)− v0 (z)− |w − z|

4

4ε

}
. (32)

Manipulons ensuite le membre de droite de cette dernière inéga-
lité, on a, en ajoutant et retranchant artificiellement le terme
u0 (z),

sup
w,z∈R2

{
u0 (w)− v0 (z)− |w − z|

4

4ε

}

= sup
w,z∈R2

{
u0 (w)− u0 (z) + u0 (z)− v0 (z)− |w − z|

4

4ε

}

≤ sup
z∈R2

{u0 (z)− v0 (z)}

+ sup
w,z∈R2

{
u0 (w)− u0 (z)− |w − z|

4

4ε

}

≤ sup
z∈R2

{|u0 (z)− v0 (z)|}+ sup
w,z∈R2

{
L |w − z| − |w − z|

4

4ε

}

= sup
z∈R2

{|u0 (z)− v0 (z)|}+ sup
ρ≥0

{
Lρ− ρ4

4ε

}

on peut enfin donner la valeur de sup
ρ≥0

{
Lρ− ρ4

4ε

}
qu’on trouve

par une étude de fonction :

= sup
R2
{|u0 − v0|}+ 3

4L
4/3ε1/3.

On a ainsi, en reprenant l’inégalité (32),

sup
[0;T ]×R2

{u− v} − λt ≤ sup
R2
{|u0 − v0|}+ 3

4L
4/3ε1/3.
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Puis en se rappelant les choix (29) et (30) qu’on a fait pour ε
et λ et en majorant t par T , on a

sup
[0;T ]×R2

{u− v} ≤ sup
R2
{|u0 − v0|}

+ 3
4L

4/3

(29)︷ ︸︸ ︷
δ × sup

[0;T ]×R2
{|u− v|}

+ 2C2L
4/3δ × sup

[0;T ]×R2
{|u− v|}︸ ︷︷ ︸

(30)

·T.

Ainsi, en inversant les rôles de u et de v, on obtient

sup
[0;T ]×R2

{|u− v|} ≤ sup
R2
{|u0 − v0|}

+ δ ×

(
3
4L

4/3 × sup
[0;T ]×R2

{|u− v|}

+ 2C2L
4/3 × sup

[0;T ]×R2
{|u− v|} · T

)
.

Reste au final à passer à la limite lorsque δ tend vers 0 dans
l’égalité précédente, on trouve alors le résultat qu’on recher-
chait :

sup
[0;T ]×R2

{|u− v|} ≤ sup
R2
{|u0 − v0|} ,

c’est-à-dire,

sup
0≤t≤T

{
‖u (t, z)− v (t, z)‖L∞

z (R2)

}
≤ ‖u0 (z)− v0 (z)‖L∞

z (R2) . 2
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Remarques de conclusion
On a donc présenté dans ce rapport sur l’article Geodesic

active contours de 1997 le nouveau modèle géodésique proposé
par les auteurs, suite à quoi nous avons discuté du caractère bien
posé au sens de Hadamard du problème engendré par ce modèle.
Ainsi pour une courbe initiale donnée (représentée par une
fonction lipschitzienne u0), il existe une unique courbe évoluant
suivant les lois du modèle géodésique que nous considérons qui
sont notamment :

• la propagation de la courbe suivant sa direction normale à
vitesse d’autant plus élevée que sa courbure est forte,

• l’arrêt de la courbe sur les zones de fort gradient de l’image,
ie. les contours des objets à détecter.

D’autre part, cette évolution est continue par rapport à la
donnée initiale – c’est le résultat de stabilité qu’on a établi pour
le modèle simplifié.

Nous n’avons pas abordé un aspect également important du
modèle qui est celui de la convergence. Dans l’article Geodesic
active contours, les auteurs donnent un théorème de convergence
qui asserte qu’il y a convergence de la courbe d’évolution vers
le contour à détecter(t) si celui-ci est lisse et bien défini – une
image cartoon par exemple. Bien que ce résultat soit mathé-
matiquement élégant, cette condition « lisse et bien défini » est
malheureusement une hypothèse irréaliste pour l’application
courante de ce modèle ; en effet, les images sur lesquelles on
voudra mettre le modèle à l’épreuve seront rarement des images
cartoon mais plutôt par exemple des images médicales (IRM,
scanner, échographie, etc.) sur lesquelles on trouvera un bruit
important dû à l’acquisition. Ainsi sur des images non-idéales,
la courbe d’évolution ne converge pas toujours vers le contour
escompté.
On peut en fait, selon l’article Adaptive level set evolution

starting with a constant function de Wang et He [3], palier à ce
problème en ré-initialisant périodiquement la fonction u à la
fonction de distance signée de la courbe sur laquelle on vient
de s’arrêter. Cela dit, se pose alors le problème de savoir à quel
moment ré-initialiser, ce qui amène à complexifier les calculs
au moment de l’implémentation sur machine. Dans cet article
[3] de Wang et He, plus récent (2012), les auteurs proposent un
modèle également basé sur l’approche par ligne de niveaux mais
qui abandonne le cadre des courbes d’évolution, ce qui simplifie
grandement le choix de la condition initiale u0 que l’on peut
prendre, comme l’indique le titre de l’article, identiquement
égale à une constante positive.
On terminera ces remarques sur l’article Geodesic active

contours en ajoutant que le modèle des contours actifs géodé-
siques peut également s’adapter aux images en trois dimensions.
On donne ci-contre sur la figure (F8 ) un résultat expérimental
donné par les auteurs de l’article : il s’agit de détecter deux
anneaux imbriqués l’un dans l’autre en prenant pour surface
initiale un ellipsoïde englobant les objets à détecter.(u)

t. Cette convergente de la courbe d’évolution vers le contour à détecter
est à prendre au sens de la distance de Hausdorff δH qu’on définit entre deux

ensembles A et B par δH (A,B) = max
{

sup
a∈A

{d (a,B)} , sup
b∈B

{d (b, A)}
}
.

La petitesse relative de δH (A,B) indique que « les formes géométriques
de A et de B sont similaires ».

u. Qui est donc représenté implicitement par l’intersection du graphe
une fonction lipschitzienne u0 (w, x, y) et de l’hyperplan z = 0 dans R4.

Figure F8 – Mise en œuvre du modèle des contours actifs
géodésiques sur une image 3D. La surface initiale est un ellipsoïde
et les objets à détecter sont deux anneaux imbriqués. Le sens
de lecture est celui des cases d’une bande-dessinée. (v)

v. Source : Geodesic active contours [1].
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Notations

Différentiation

∂xu ou ux ou ∂u

∂x
Dérivée partielle première par
rapport à x de la fonction u.

∂xy ou uxy ou ∂2u

∂x∂y
Dérivée partielle seconde par
rapport à x puis par rapport
à y de la fonction u.

∇u ou bien Du Vecteur gradient de la fonction
u.

|∇u| Norme euclidienne du vecteur
gradient de la fonction u.

D2u Matrice hessienne de la fonction
u.

D2
xyu ou ∂ Matrice hessienne spatiale de la

fonction u par rapport aux va-
riables x et y (notamment si u
possède des paramètres autres
que x et y).

∂u

∂ν
Dérivée directionnelle de u par
rapport à sa normale exté-
rieure :

∂u

∂ν
=
〈
∇u | #»

N
〉
.

P±u (t, z) Sur/sous-différentiel parabo-
lique de la fonction u au point
(t, z).

P± (t, z) Sur/sous-différentiel parabo-
lique limite de la fonction u au
point (t, z).

Courbes

κ Courbure de la courbe dont il
est question.

#»n Vecteur normal unitaire inté-
rieure de la courbe dont il est
question.

#»

N Vecteur normal unitaire exté-
rieur de la courbe dont il est
question.

#»

T Vecteur tangent de la courbe
dont il est question.

Matrices
tA Matrice transposée de la ma-

trice A.

MN (R) Ensemble des matrices carrées
de d’ordre N .

ON (R) Ensemble des matrices orthogo-
nales d’ordre N .

SN (R) ou SN Ensemble des matrices carrées
symétriques d’ordre N .

IdN (R) La matrice identité d’ordre N .

Ensembles fonctionnels et fonctions

C
(
R2) Ensemble des fonctions conti-

nues sur R2.

C1 (R2) Ensemble des fonctions différen-
tiables sur R2 qui sont continues
et de différentielle continue.

C2 (R2) Ensemble des fonctions deux
fois différentiables sur R2 qui
sont continues de différentielle
continue et de différentielle se-
conde continue.

L∞
(
R2) Ensemble des fonctions bornées

sur R2.

L∞t (0, T ) Ensemble des fonctions bornées
sur ]0;T [ par rapport à la va-
riable t.

W 1,∞ (R2) Ensemble des fonctions lipschit-
ziennes sur R2.

W 1,∞
z

(
R2) Ensemble des fonctions lipschit-

ziennes sur R2 par rapport à la
variable z.
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Lipg Constante de Lipschitz de la
fonction lipschitzienne g.

SCI (A) Ensemble des fonctions locale-
ment bornées et semi-continues
inférieurement sur A.

SCS (A) Ensemble des fonctions locale-
ment bornées et semi-continues
supérieurement sur A.

f∗ Enveloppe semi-continue infé-
rieure de la fonction f .

f∗ Enveloppe semi-continue supé-
rieure de la fonction f .

Relations

A ⊂⊂ B Inclusion forte signifiant que A
est un compact inclus dans B.

(?)= (Non utilisé systématiquement)
Signale l’utilisation de la nota-
tion de convention de somma-
tion d’Einstein.

Opérations

〈 • | • 〉 Produit scalaire euclidien – sauf
indication contraire.

Tr (A) Trace de la matrice A.

p⊗ q Produit tensoriel de p par q :

p⊗ q :=
(
p1q1 p1q2
p2q1 p2q2

)
.

Symboles

R La droite achevée :

R := R ∪ {±∞}.

cste Une constante.

δij Symbole de Kronecker :

δij =
{

1 si i = j
0 sinon.

H1 Hypothèse 1.

Limites

lim sup
y→x

{f (y)} Limite supérieure de la fonction
f en x.

lim inf
y→x

{f (y)} Limite inférieure de la fonction
f en x.
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